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I. Abschnitt. 



I 



Einleitung. 

1. Zeitgrössen können in Zahlen ansgedrückt oder durch Linien dargestellt 
werden. — Die Mechanik beschäftigt sich nicht bloss mit Zahlen- und RaumgrÖssen, wie die Mathematik, 
sondern auch mit Zeit- und Kraftgröaaen. Die beiden letzteren aber werden entweder durch die 
eine oder durch die andere der beiden ei-stgenannten Grössen ausgedrückt. 

Zeitgrössen werden in Zahlen angegeben, indem man eine bestimmte Zeit, die Secunde 
oder Minute, die Stunde oder den Tag, als Einheit annimmt und zusieht, wie oftmal diese in der 
gegebenen Zeit enthalten ist. — Um eine Zeitgrösse geometrisch, als Raumgrösse, darzustellen, 
wählt man ein meist gerades Stück Linie, durch welches man die Zeiteinheit repräsentirt, und dann 
stellt diejenige gerade Linie, deren Länge sich zu jenem Stücke verhält wie die gegebene Zeitgrösse 
2U1' Zeiteinheit, die erstere dar. 

Die erste Methode wird überall da gebraucht, wo die Bewegung der Körper rechnerisch 
(analytisch) behandelt wird. Die letztere dient zur graphischen Darstellung der Bewegungen, indem 
gewöhnlich die Zeit als Abecisse und der Weg oder die Geschwindigkeit etc. als zugehörige Ordinate 
anfgetragen wird. Solche Darstellungen oder Aufzeichnungen werden auch von gewissen Apparaten, 
die zur Untersuchung einer vorliegenden Bewegung dienen sollen, gemacht, und man nennt diese 
Apparate dann aelbstregistrirend. Als Beispiel hierfür mögen die Morin'sche Fallmaschine und die 
Schreibvorrichtung an dem gleichfalls von Morin angegebenen und gebrauchten Apparate zur 
Bestimmung der Reibung der Körper augeführt werden. 

§ 2. Kräfte können durch Zahlen hestinimt oder durch Linien dargestellt werden. — 
Eine Kraft ist nicht bloss ihrer Grösse nach zu bestimmen, soudern es muss auch ihre Richtung 
und ihr Sinn sowie ihr Angriffspunkt angegeben werden, oder, da letzterer in ihrer Richtung be- 
liebig verlegt werden darf, ihre Richtung, ihr Sinn und ihre Lage, d. h. irgend ein Punkt, durch 
den sie geht. Um also eine Kraftgrösse durch Zahlen vollständig zu bestimmen, hat man 
erstens ihre Grösse auszudrücken, indem man eine Kraft von bestimmter Intensität als Einheit 
annimmt und angibt, wie oftmal dieselbe in der gegebenen Kraft enthalten ist; zweitens ist Richtung 
und Sinn durch die trigonometrischen Functionen der Winkel zu geben, welche dieselbe mit drei 
festen Richtungen im Räume (Coordinatena.'sen} bildet; und drittens endlich muss ein Punkt, 
durch den diese Richtung geht, gewöhnlich der Angriffspunkt der Kraft, durch seine Coordinaten 
in Bezug auf jenes Axensystem bestimmt werden. Dieser Methode bedient man sich da, wo die 
Aufgaben der Mechanik rein rechnerisch (analytisch) behandelt werden. 

Viel einfacher ist die Darstellung einer Kraft auf geometrischem Wege, als Raumgrösse. 
Wählt man ein Stück gerader Linie als Krafteinheit, so kann jede gegebene Kraft ihrer Grösse, 
ihrer Richtung, ihrem Sinne und ihrer Lage nach durch Länge, Richtung, Sinn und Lage einer 
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geraden Liaie repiäsentirt werden. Diese Art der Darstellung liegt so nahe, dass sie eigentlich 
von jeher in der Mechanik gebräuchlich ist und auch da mitangewendet wird, wo die Behandlung 
im Wesentlichen eine analytische ist. 

§ 3. Methode der graphischen Statik. Bezeichniingsweisen. — Derjenige Theil der 
Mechanik, den man die Statik nennt, hat es bloss mit Kraft-, nicht mit Zeitgrössen zu thun; er 
lehrt die Zusammensetzung und Zerlegung der Kräfte, die auf einen Körper wirken, und entwickelt 
hieraus die Bedingungen für das Gleichgewicht derselben. Die graphische Statik sucht diese 
Aufgabe auf rein geometrischem Wege durch Constructionen zu lösen, indem sie sich der zuletzt 
angegebenen Darstellungsweise der Kräfte als Raumgrössen ausschliesslich bedient. 

Wir bezeichnen eine Kraft, wenn wir von ihr sprechen , in der Regel mit dem Buchstaben P. 
ihren Angriffspunkt durch A. Sind mehrere Kräfte vorhanden, so versehen wir, um sie von einander zu 
unterscheiden, jene Buchstaben P und A mit den Zeigern 1, 2, 3 ... n. An das Ende der geraden Linie, 
welche eine Kraft repräsensirt, setzen wir den Buchstaben P, bezw. Pi, P* .. ., au den Anfangs- 
punkt, gleichviel oh er wirklich der Angriffspunkt der Kraft ist oder nicht, A, bezw. Ai, Ai . . . . 
Dadurch ist zugleich der Sinn, in welchem die Kraft in der durch jene Linie dargestellten Richtung 
wirkt, unzweideutig angegeben. Doch werden wir, wo es leicht geschehen kann, diesen Sinn auch 
noch durch Pfeilspitzen hervorheben, die wir an da« Ende oder irgendwo hin zwischen Anfang und 
Ende der betreffenden Linie setzen. 

Wenn jedoch mehrere Kräfte, bezw. die sie repräsentirenden Linien, an einander gereilit 
werden, jede mit ihrem Anfangspunkt an den Endpunkt der vorhergehenden, wie z. B. in den 
Figuren 1 bis 6 und 8' (auf S. 3 bis 5), so begnügen wir uns, an den Anfangspunkt der ersten zu Setzen 
und an den Endpunkt einer jeden bloss den Index derselben 1, 2 . . . n. Eine Zweideutigkeit kann 
dadurch, auch wenn gar keine Pfeilspitzen gebraucht werden, nicht entstehen; denn irgend eine 
Kraft (P. z.B.), bezw. die sie repräsentireude Linie, reicht dann eben von dem Punkte, der mit 
einer um 1 niedrigeren Ziffer als ihr Index bezeichnet ist (3), bis zu dem Punkte, an welchem ihr 
Index steht (4). In ähnlicher Weise werden wir manchmal eine Kraft der Kürze halber aucli bloss 
mit dem Index 1, 2, 3 . . . bezeichnen, den wir sonst an d<.-n Buchstaben P setzen. 

Wenn wir endlich eine durch eine Linie repräsentirte Kraft durch die beiden Buchstaben 
oder Ziffern benennen, welche an deren Endpunkten stehen, so schreiben wir diese immer in solcher 
Ordnung, dass dieselbe zugleich den Sinn zu erkennen gibt, in welchem die Kraft in der Linie 
wirkt, nämlich zuerst den Angriffspunkt und dann den Endpunkt. 

Eine Kraft, welche aus der Zusammensetzung mehrerer Kräfte P„, P,, P. . . . hervorge- 
gangen ist, bezeichnen wir mit P„ Wenn die Zeiger jener Kräfte in der Ordnung der 

natürlichen Zahlen auf einander folgen, wie z. B. bei denen Pj, Po. P, , P^, so schreiben wir für ihre 
Resultante auch kürzer Ps--,. 



1) Wo den Nununeni (Itr Figureu utchta vreiter beigefügt ist, da steheu die betreffenden FigureD im Text 
Bei den auf den Tafeln lietindlidtea Figiireu, die, wie jene, fOr sich fortlaufend nummerirt sind, werden hinter den 
Figuren -Nummern die der Tafeln angegeben. 




IL Abschnitt. 



Fig. 1. 



Fig. : 



Zusammensetzung von Kräften, welche in der nämlichen geraden Linie wirken. 

' § 4. Zwei Kräfte von gleichem Sinne. — Wenn zwei Kräfte P, , P, in der nämlichen 

geraden Linie nach demselben Sinne hin ■wirken, so ist. gleichviel wo ihre Angriffsjmnkte liegen. 
ihre Resultante gleich ihrer Summe; sie liegt in derselben Geraden und ihr Angriffspunkt kann 
irgendwo in dieser genommen werden. 

Man erhält diese Resultante graphisch, wenn man in der Geraden, in welcher beide Kräfte 
wirken, von einem beliebigen Punkte (Fig. 1) aus die erste Kraft Pi ihrer Grösse und ihrem Sinne 
nach als 1 abträgt und an ihren Endpunkt ebenso die zweite 
Kraft P, als 1 2 anfügt. Die Summe beider, oder die Strecke 2 

vom Anfang der ersten bis zum Endpunkt 2 der zweiten i \ J 

Kraft, ist die Resultante und repräsentirt dieselbe zugleich der 

Kichtung und dem Sinne nach. Der Angriffspunkt kann in oder in irgend einem andern Punkte 

der Geraden genommen werden. 

§ 6. Beliebig viele Kräfte von gleichem Sinne. — Ganz ebenso können mehrere 
Kräfte Pi, Pi , . Ps, die alle in derselben geraden Linie in dem nämlichen Sinne wirken, in eine 
Resultante vereinigt werden. Man trägt sie von einem beliebigen 
Punkte (Fig. 2) der Geraden aus hinter einander in dieser auf, 

jede folgende mit ihrem Anfangspunkt an den Endpunkt der J ' . ' . . { _ , | i 

vorhergehenden. Die Verbindungslinie 5 des Anfangspunktes 

der ersten mit dem Endpunkt der letzten Kraft stellt die Resultante der Grösse, Richtung und dem 
Sinne ihrer Wirkung nach vor. Dabei ist offenbar die Ordnung, in welcher die Kräfte an einander 
gereiht werden, ganz gleicligllltig. 

§ 6. Zwei gleichgro3se Kräfte von entgegengesetztem Sinne in der nümlicfaen 
geraden Linie. Gleichgewicht. — Zwei Kräfte Pi, Pi, welche in der nämlichen geraden Linie, 
aber in entgegengesetztem Sinne wirken und von gleicher Grösse sind, halten sich, gleichviel wo 
ihre Angriffspunkte in jener Geraden liegen mögen, das Gleichgewicht. Es ist dies der einfachste 
Fall des Gleichgewichts, zugleich derjenige, von dessen Stattfinden wir unmittelbar überzeugt sind. 
Alle anderen müssen auf ihn zurückgeführt werden. — Trägt Fig, 3. 

man die beiden in Rede stehenden Kräfte von einem behebigen , i 

Punkte (Fig. 3) der Geraden, in welcher sie wirken, hinter ~~j ' 

einander ihrer Grösse und ihrem Sinne nach in dieser Geraden auf. 

die zweite mit ihrem Anfangspunkt an den Endpunkt der ersten fügend, so fallt der Endpunkt 2 
[ jener in den Anfangspunkt von dieser, die graphische Summe beider Kräfte, d. h. die 
Verbindung des Anfangspunktes der ersten mit dem Endpunkte der zweiten Kraft, ist Null. Dies 
I ist also im graphischen Sinne das Kennzeichen für diesen einfachsten Fall des Gleichgewichts. 
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§ 7. Zwei nngleiche Ej^äfte von entgegengesetztem Sinn. — Wenn zwei Kräfte Pi ; P, 

von ungleicher Grösse im entgegengesetzten Sinne in derselben Geraden wirken, so ist ihre Resultante 

gleich ihrer Differenz. Man erhält sie, wenn man wieder von 

F'g- ^- irgend einem Punkte (Fig. 4 und 5) der Geraden aus, in 

2 1 welcher beide Kräfte wirken, die eine, Pi, ihrer Grösse und 

1 I —4 ^ 7 7 7 

ihrem Sinne nach auf dieser Geraden als 1 abträgt und an 

ihren Endpunkt die zweite Praft, Ps, ebenfalls ihrer Grösse und 

ihrem Sinne nach, anfügt. Die Verbindung 2 des Anfangs- 

Yia 5. Punktes der ersten mit dem Endpunkte der zweiten Kraft stellt 

die Resultante ihrer Grösse, Richtung und ihrem Sinne nach dar 

i ' ^ und zwar in jedem Fall, ob die in dem einen oder die im 

entgegengesetzten Sinne wirkende von den beiden Kräften die 
grössere ist. 

§ 8. Beliebige Ej*äfte in der nämlichen geraden Linie. — In ganz gleicher Weise 
kann nun die Resultante beliebig vieler, in der nämlichen Geraden, aber in verschiedenem Sinne 

y . g wirkenden Kräfte Pi , P« . . Pö erhalten werden , wenn man sie 

von einem willkürlich angenommenen Punkte (Fig. 6) dieser 

— J 1 1 1 — I 1 — Geraden aus hinter einander ihrer Grösse und ihrem Sinne nach 

auf derselben abträgt, so dass jede folgende mit ihrem Anfangs- 
punkt an den Endpunkt der vorhergehenden gefügt ist. Die Verbindungslinie 5 des Anfangs- 
punktes der ersten mit dem Endpunkte der letzten Kraft stellt die Resultante ihrer Grösse, Richtung 
und ihrem Sinne nach in jedem Falle vor. — Dabei ist die Ordnung, in welcher die Kräfte 
an einander gefügt werden, offenbar völlig willkürlich. 

Wenn der Endpunkt der letzten Kraft in den Anfangspunkt der ersten fallt, so ist die 
Summe aller der Kräfte, die in einem Sinne wirken, gleich der Summe aller der im entgegen- 
gesetzten Sinne thätigen; sämmtliche Kräfte halten sich folglich das Gleichgewicht, wie in dem 
einfachen Fall des § 6. — Es ist also auch hier wieder das Zusammenfallen des 
Endes des Kräftezuges mit seinem Anfange das graphische Kennzeichen für das 
Gleichgewicht der behandelten Kräfte. 



IIL Abschnitt 



Fig. 7. 




Fig. 8. 



Zusammensetzung von Kräften, die nach beliebigen Richtungen hin an einem und 

demselben Angriffspunkt wirken. 

§ 9. Resultante beliebiger Kräfte an einem und demselben Angriffispnnkt — 

Wenn zwei Kräfte Pi, Ps nach verschiedenen Richtungen hin an dem nämlichen Angriffspunkt 
(Fig. 7) wirken, so findet man bekanntlich ihre Resultante der Grösse und Richtung nach als 
Diagonale 2 des über ihnen beschriebenen Parallelogrammes 0Pi2Ps. Diese Diagonale erhält man 
aber auch als Verbindungslinie des Anfangspunktes der ersten 
Kraft mit dem Endpunkte 2 der zweiten Kraft, nachdem man 
von dem gemeinschaftlichen Angriffspunkt aus beide Kräfte ihrer 
Grösse, Richtung und ihrem Sinne nach so an einander gereiht hat, 
dass der Anfangspunkt der zweiten mit dem Endpunkt der ersten 
zusammenfallt und dadurch der Kräftezug 12 gebildet wird. 

Hat man nun mit den beiden Kräften noch eine dritte 
zu vereinigen, so kann man diese mit der eben erhaltenen 
Resultante in der "^nämlichen Weise zusammensetzen, also mit 
ihrem Anfangspunkt an den Endpunkt jener Resultante oder 
an den Endpunkt der zweiten Kraft fügen, d. h. von hier aus 
ihrer Grösse, Richtung und ihrem Sinne nach abtragen; es ist 
dann wieder die Verbindungslinie des Angriffspunktes der ersten 
mit dem Endpunkte der dritten Kraft die Resultante der drei 
Kräfte der Grösse, Richtung und dem Sinne nach. 

Der Schluss hieraus auf beliebig viele Kräfte Pi , P» . . . . P? , 
die alle in dem nämlichen Angriffspimkt (Fig. 8) wirken, 
ist sehr leicht. Man findet deren Resultante, indem man sie 
von dem gemeinschaftlichen Angriffspunkte aus ihrer Grösse^ 
ihrer Richtung und ihrem Sinne nach so an einander reiht, dass 
der Anfangspunkt jeder folgenden mit dem Endpunkt der vor- 
hergehenden zusammenfallt. Die Verbindungslinie 7 des 
Anfangspunktes des so erhaltenen Kräftezuges 1 2 3 ... 7 mit 
seinem Endpunkte, in dem hierdurch bezeichneten Sinne ge- 
nommen, stellt die gesuchte Resultante der Grösse, Richtung 
und dem Sinne nach vor. 
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Fig. 9. 



Nach einem bekannten geometrischen Satz folgt hieraus unmittelbar, dass die Pro- 
jection der Resultante auf irgend eine Linie gleich der algebraischen Summe 
der Projectionen der Componenten auf dieselbe Linie ist. 

§ 10, Eräftepolygon in der Ebene und im Räume. — Man nennt den Kräftezug 

1 2 3 ... 7 (Fig. 8) das Polygon der Kräfte Pi , Pj P7 . Diese Benennung kann man auch fttr 

die Fälle des vorigen Abschnittes noch beibehalten, nur fallen eben dort alle Polygonecken in eine 
gerade Linie. — Wenn sämmtliche Kräfte, wie in Fig. 8 vorausgesetzt, in einer Ebene liegen, so 
wird das Polygon aus ihnen ein ebenes, das unmittelbar gezeichnet werden kann. Wirken aber die 
Kräfte, die in dem nämlichen Punkte angreifen, nach verschiedenen Richtungen des Raumes hin, 
so liegt das aus ihnen zu construirende Polygon nicht mehr in einer Ebene und muss daher durch 
seine Risse (Projectionen) auf zwei Tafeln bestimmt werden, wie ja dann auch schon die Kräfte 
durch ihre Risse auf zwei Tafeln gegeben sein müssen. Nach dem bekannten Satze, dass parallele 
und gleichlange Gerade parallele und gleichgrosse Risse haben, können die Risse des Kräftepolygons 
sehr leicht aus denen der Kräfte erhalten werden. Jeder derselben ist das auf bereits angegebene 
Weise zu zeichnende Polygon aus den Rissen der Kräfte auf der betreffenden Tafel, den Riss des 
gemeinschaftlichen Angriffspunktes als Anfangspunkt des Polygons genommen. Die Verbindungslinie 
dieses Anfangspunktes mit dem Endpunkte des Polygons in der betreffenden Tafel ist der Riss 
der Resultante der gegebenen Kräfte, weche durch die so erhaltenen beiden Risse ihrer Grösse, 
Richtung und ihrem Sinne nach vollständig bestimmt ist. 

In Fig. 9 ist diese Construction für vier Kräfte Pi, P«, 
Ps, P4, welche nicht in einer Ebene liegen, durchgeführt. Die 
Risse ihres gemeinschaftlichen Angriffspunktes sind 0' und 0", 
die Risse der Kräfte selbst O'P/, 0"Pi"; O'P»', 0"P," . . ., 
der eine Riss des Kräftepolygons im Räume ist 0'r2'3'4', der 
andere 0"1"2"3"4". Die Linie des Raumes, deren Risse 0'4' und 
0"4" sind, stellt der Grösse und Richtung nach, in dem Sinne 
von bis 4 aufgefasst, die Resultante P1-4 vollständig dar. 

§ 11. Die Ordnung, in welcher man bei der oben gelehiien 
Constmction des ebenen oder unebenen Kräftepolygons die ge- 
gebenen Kräfte mit einander verbindet, ist ganz gleichgültig. Dies 
ist leicht zu erweisen. Wenn man zunächst bloss zwei auf einander 
folgende Kräfte ins Auge fasst, so sieht man aus Fig. 7 deutlich, 
dass man an dieselbe Endstelle 2 kommt, ob man die Kraft P» 
an Pi reiht (Zug 012) oder umgekehrt die Kraft Pi an die P« 
(Zug 0Pj2). Durch wiederholtes Verwechseln bloss zweier auf 
einander folgender Kräfte aber kann man, wie bekannt, aus einer 
bestimmten Anordnung jede andere erhalten. 

§ 12. Das aus beliebig gegebenen Kräften construirte 
Kräftepolygon gibt nicht bloss die Resultante sämmtlicher Kräfte. 
Es kann mittelst desselben sofort die Resultante einer Anzahl aus 
diesen ausgewählter Kräfte erhalten werden, wenn letztere nur 
unmittelbar auf einander folgen. Die Verbindungslinie des Anfangspunktes der ersten dieser 
Kräfte mit dem Endpunkte der letzten, also die Diagonale, welche die ausgewählten Kräfte unter- 
spannt, ist, in jenem Sinne genommen, die gesuchte Resultante. So sind in dem Polygon 012 — 7 
der Fig. 8 die Diagonalen 2, 3, 4, 2 4, 2 5 u. s. w. beziehungsweise die Resultanten der Kräfte 
1 und 2; 1, 2 und 3; 1, 2, 3 und 4; 3 und 4; 3, 4 und 5. 
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Fig. 10. 




Ü 13, Geschlossenes Krlittepolygon ; Gleichgewicht von Kräften an einein und 
demselben Angriffspunkt. — Wenn das Polygon, das aus beliebig gegebenen, aber sümmtlicb 
in demselben Angriifspunkt wirkenden Kräften I'i, P, ... Po (Fig. 10) construirt wird, sich sciiliesst. 
d. b. wenn der Endpunkt 6 des Kräftezuges mit dem Anfangs- 
punkt desselben zusammen fiillt, so ist offenbar die Resultante 5 
aus allen Kräften, mit Aussebluss der letzten, gleich und gerade 
entgegengesetzt dieser letzten, V„; die gegebenen Kräfte sind also 
1 Gleichgewicht. Das Kennzeichen für das Gleicbgewicbt 
Ton Kräften, die nach beliebigen Richtungen hin an einem und 
dem nämlichen Angritfspunkt wirken, ist also auch das (vgl. den 
Torigen Abschnitt), dass der aus ihnen construirte Kräftezug, in 
welchem jede folgende Kraft mit ihrem Anfangspunkt an das Ende 
der vorhergehenden gereibt wird, also das Kraft epoljgon 

I sich Bcbliesst. Die Resultante sämmtlicber derartigen Kräfte, 

[die Verbindungslinie des Anfangspunktes mit dem Endpunkte des 

[ Polygons, ist Null. Die Resultante 1 4 aber von einer Anzahl 
Pii Pi, P» derselben, flie unmittelbar auf einander folgen, ist gleich 
und gerade entgegengesetzt der Resultante 4 l aus den übrigen 

Pi, P.,P,. Wird folglich aus Kräften P,, P,...P«. welche sich an einem und demselben Punkte ü 
das Gleichgewicht halten, eine Gruppe aufeinander folgender P,, Pj, P, ausgewählt und in entgegen- 
gesetzter Richtung genommen , so haben sie die nämliche Resultante 4 1 wie die übrig gebliebenen 
Kräfte. — Da übrigens die Ordnung, in welcher die Kräfte im Kräftepolygon an einander gereibt 
werden, willkürlich ist, so gelten die ohigeu Auseinandersetzungen, in welcher Weise auch die 
gegebenen im Gleichgewicht befindlicheil Kräfte in zwei Gruppen geschieden werden mögen. 

Ein ebenes Polygon muss geschlossen sein , wenn die Summen der Projectionen seiner Seiten 
auf zwei Riebtungen in seiner Ebene gleich Null sein sollen, und ein Polygon im Räume ist ge- 
schlossen, wenn die Summen der Projectionen seiner Seiten auf drei Richtungen des Raumes, die 
nicht sämmtiich zu einer und derselben Ebene parallel laufen, Null sind. Da nun die Projectionen 
der Seiten von Kräftepolygonen gleich den Projectionen der Kräfte selber auf irgend eine Richtung 
sind, so folgen hieraus die Sätze: 

Kräfte, welche an einem und demselben Angriffspunkt nach beliebigen 
Bichtungen einer durch denselben hindurchgehenden Ebene wirken, sind im 
Gleichgewicht, wenn die Summen der Projectionen dieser Kräfte auf zwei 
Richtungen jener Ebene Null sind. 

Kräfte, welche an einem und demselben Angriffspunkt nach beliebigen 

t^Bichtungen des Raumes wirken, sind im Gleichgewicht, wenn die Summen ihrer 
Projectionen auf drei Richtungen des Raumes, die nicht sämmtiich parallel zu 

leiner Ebene laufen, Null sind. 

i 14. Zerlegung einer Kraft in Cumponenten, ilie an demselben Angriffspnnkt 
mit ihr wirken. — Wenn umgekehrt eine Kraft P (Fig. 11) in zwei oder mehreren Componenten 



zerlegt werden soll, die denselben Angrilfspunkt wie sie haben, so 
müssen diese, so an einander gereiht, dass der Anfangspunkt jeder 
folgenden mit dem Ende der vorhergehenden zusammenfällt, einen 
Kräftezug I 2 oder r2'3'4' bilden, dessen Anfangspunkt auf den 
l Anfangspunkt der Kraft P und dessen Ende auf den Endpunkt P 
I derselben Kraft zu liegen kommt. Im Uebrigen ist dieser Kräfte- 
■aug, auch wenn er nur aus zwei Kräften 1 und 2 besteht, völlig 



Fig. 11, 
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Fig. 12 




willkürlich. Speciell in diesem letzteren Fall können folglich entweder die Richtungen beider 
Componenten oder die Grössen derselben, oder Grösse und Richtung der einen von ihnen beliebig 
angenommen werden; stets bilden beide Componenten die Seiten eines Parallelogrammes, von dem 
die gegebene Kraft die Diagonale ist (§ 9). 

Ist die gegebene Resultante in drei Componenten zu zerlegen, die denselben Angriffspunkt 
haben wie sie, aber nicht mit ihr in einer Ebene liegen, so wird das Kräftepolygon aus ihnen und 

der Resultante ein unebenes Viereck 0123 (Fig. 12*), 
von dem zunächst nur die Seite 3 gegeben ist. 
Sind von den drei anderen Seiten die Richtungen 
vorgeschrieben, also die der Componenten, welche 
sie an Grösse, Richtung und Sinn zu repräsentiren 
haben, so wird das Kräftepolygon volUtändig be- 
stimmt. Denn werden durch die Punkte und 3 
Parallele zu zweien dieser Richtungen gezogen, so 
gibt es nur eine ganz bestimmte Gerade 1 2 , die 
sie beide schneidet und parallel zur dritten ge- 
gebenen Richtung ist. Die drei Componenten, vom 
gemeinschaftlichen Angriffspunkt A (Fig. 12^) auf- 
getragen, bilden die drei Seiten eines Parallel- 
epipeds, dessen Diagonale die gegebene Resultante ist, und das folglich ein Analogen zum Kräfte- 
parallelogramme in der Ebene darstellt. 

Von den drei Componenten, in welche eine gegebene Kraft Pi-s (Fig. 13^) im Räume zerlegt 
werden soll, können natürlich auch noch andere Bestimmungsstücke vorgeschrieben werden. 

E i n bestimmter Fall ist hier noch, der Anwendung 
halber, die später von ihm gemacht werden wird, 
von Wichtigkeit, der nämlich, wo von einer der 
drei Componenten (Pi ) Grösse, Richtung und Sinn, 
von der zweiten ein Punkt N, durch den sie gehen 
muss, also ihre Richtung AN, und für die dritte 
eine gerade Linie M M gegeben ist, die sie schneiden 
soll. Trägt man von einem gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt (Fig. IS*) die Kräfte Pi-s und P, 
als 3 und 1 ab , so stellt die Verbindungs- 
linie 1 3 die Resultante der beiden Componenten 
Pj und P3 der Grösse , Richtung und dem Sinne 
nach dar. Diese beiden Componenten müssen 
folglich in einer durch AX (Fig 13^) gehenden, 
zu 1 3 parallelen und damit völlig bestimmten Ebene liegen, und da Ps die Gerade M M schneiden soll, 
so muss sie dui-ch den Schnittpunkt N' jener Ebene mit dieser Geraden gehen. Ihre Richtung ist 
somit nun auch bestimmt. Zieht man daher durch die Punkte 1 und 3 (Fig. 13*) Parallele bezw. 
zu AN und AN', so geben diese in ihrem Schnittpunkt 2 den fehlenden Eckpunkt des Kräfte- 
polygons 12 3 und damit Sinn und Grösse der Componenten P2 und P3 . 

Bei Ausführung obiger beiden Zerlegungsarten müssen natürlich die Hülfsmittel der darstellenden 
Geometrie in Anspruch genommen werden. 



Fig. 13 
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Zusammensetzung von Kräften, welche in der nämlichen Ebene an beliebigen 

Angriffspunkten wirken. 

§ 15, Resultante zweier Kräfte in einer Ebene. — Nehmen wir wieder zunächst zwei 

Kräfte Pi und Pj (Fig. 14**), welche in der nämlichen Ebene an beliebigen Angriffspunkten A» 
und Aj wirken. Wenn beide Kräfte, gehörig verlängert, sich schneiden, so darf man sie nur mit 
ihren Angriffspunkten in den Schnittpunkt a ver- 
legen und das Parallelogramm über ihnen con- 
struiren, um in der Diagonale desselben die Resul- 
tante ihi*er Grösse, Richtung und Lage nach zu 
erhalten. Oder man kann auch von einem be- 
liebigen Anfangspunkte aus (Fig. 14*) die beiden 
gegebenen Kräfte als 1 und 1 2 ihrer Grösse, 
Richtung und ihrem Sinne nach hinter einander 
auftragen, so gibt die Linie 2 die Resultante 
derselben ihrer Grösse, ihrer Richtung und ihrem 
Sinne nach. Ihre Lage in der Ebene ist somit be- 
kannt, wenn man einen Punkt weiss, durch den 
sie hindurchgehen muss. Ein solcher ist der 
Schnittpunkt a der beiden Kräfte, vorausgesetzt 
natürlich, dass ein solcher vorhanden ist. 

§ 16. Für parallele Kräfte sind die beiden eben besprochenen Verfahren zur Aufsuchung; 
der Resultante nicht mehr anwendbar. Es ist aber offenbar wünschenswerth , ein Verfahren zu 
kennen, das in gleicher Weise bei parallelen und bei sich schneidenden Kräften gebraucht werden 
kann. Zu diesem Behufe darf nur ein anderer als der Schnittpunkt der beiden Kräfte aufgesucht 
werden, durch den die Resultante hindurchgehen muss, und einen solchen findet man auf fol- 
gendem Wege: 

Man denke sich Pi (Fig. 14^) in zwei Componenten zerlegt, welche sich, nach beliebigen Richtungen 1 
und I II hin wirkend, im Punkte I auf der Richtung der Kraft Pi schneiden, und ebenso Ps in zwei 
Componenten, von denen die eine, in der Linie I II wirkend, der in derselben Linie thätigen Com- 
ponente von Pi gleich und entgegengesetzt ist; dadurch ist die zweite Componente von Pa ihrer 
Grösse und Richtung, aber auch ihrer Lage II lU nach bestimmt, da sie durch den Punkt 11 auf 
der Kraft P2 hindurchgehen muss. Von den vier Componenten, in welche dadurch die beiden 
Kräfte Pi und Ps zerlegt worden sind, halten sich die beiden, in der Linie 1 11 thätigen das 
Gleichgewicht. Die Resultante aus den beiden andern ist daher genau gleich der Resultante der 

Banseliiiiger, Elemente der graphischen Statik. 2. Aufl. 2 
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Fig. 15 
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Kräfte Pi und Pa, und es ist folglich auch der Schnittpunkt a der Linien Ol und II IQ ein Punkt, 
durch den diese Resultante gehen muss. 

Jene Zerlegung der Kräfte Pi und Pa ist aber mit Hülfe der Figur 14» leicht vorzunehmen. 
Nimmt man einen beliebigen Punkt C an und zieht von ihm aus die Strahlen C und C 1 nach 
dem Anfangs- und Endpunkte der Kraft Ol, so stellen OC und Gl, in diesem Sinne genommen, 
zwei Componenten vor, in welche jene Kraft zerlegt ist; und zieht man noch den Strahl 02, so 
sind IC und C2 die beiden Componenten der zweiten Kraft, von denen die erstere gleich und 
entgegengesetzt der Componente C 1 der Kraft 1 ist. Wenn man folglich (Fig. 14^) durch einen 
beliebigen Punkt I der Kraft Pi die Linie Ol parallel zum Strahl OC, dann die Linie I II parallel 
zum Strahl 1 C zieht, bis sie die Kraft P« in II schneidet, und endlich die Linie II III parallel zum 
Strahl 2C, so gibt der Durchschnitt der Linie Ol und II III einen Punkt a, durch den die Resul- 
tante der Kräfte Pi und P» hindurchgehen muss. Da diese der Grösse, Richtung und dem Sinne 
nach bereits durch die Linie 2 gegeben ist, so ist sie vollständig bekannt. 

§ 17. Das hier gefundene Verfahren ist aber 

nun, wie leicht zu sehen, ebenso gut auf parallele, 

als auf Kräfte, welche sich wie die Pi und P« der 

Fig. 14^ schneiden, anzuwenden. In den Figuren 15' 

. ->C \ . i - ' 'in und 15^ sowie 16* und 16^ wurde in der That auf 

diese Weise die Resultante je eines Paares paralleler 
Kräfte Pi und P» aufgefunden und zwar für die 
beiden Fälle, wo diese Kräfte in gleichem oder in 
entgegengesetztem Sinne wirken. Der Kräftezug 012, 
welchen man erhält, wenn man in den Figuren 15* 
und 16* die beiden Kräfte von einem beliebigen 
Punkte aus aufträgt, fällt hier in eine gerade 
Linie. Nimmt man ausserhalb derselben einen 
beliebigen Punkt C, zieht von diesem aus die 
Strahlen CO, C 1, C2 und alsdann in den Figuren 15^ 
und 16^ durch einen beliebigen Punkt der Kraft P, 
die Linien 1 parallel zu C und I II parallel zu 1 C, 
letztere bis sie die Kraft Pj in II trifft, und endlich 
durch diesen Schnittpunkt Ulli parallel zu 2C, so 
gibt der Durchschnitt der Linien 1 und II III einen 
Punkt a, durch den die gesuchte Resultante hindurch- 
gehen muss. Grösse, Richtung und Sinn derselben 
sind durch die Strecke 2 der Figuren 15* und 16* 
ebenso bestimmt wie bei Kräften, die in der näm- 
lichen geraden Linie wirken. 
§ 18. Fall des Gegenpaars (DrehzwUlings). — Es ist klar, dass auf dem eben gezeigten 
Wege allemal ein Schnittpunkt a (Fig. 14^, 15^ und 16^), durch den die Resultante hindurchgehen 
muss, gefunden wird, w^enn nur die Strahlen CO und C2 in den Figuren 14*, 15* und 16* nicht 
in dieselbe gerade Linie zusammenfallen. Das kann durch zweckmässige Wahl des sonst ganz be- 
liebigen Punktes C leicht vermieden werden , vorausgesetzt, dass die Punkte 2 und nicht selbst 
auf einander zu liegen kommen. Das letztere aber tritt wirklich ein bei einem Paar paralleler, 
gleicher, im entgegengesetzten Sinne gerichteter Kräfte Pi und P« (Fig. 17). Wo man auch in 
diesem Falle den Punkt C annehmen mag, nachdem in Fig. 17* die beiden Kräfte von einem be- 
liebigen Punkte aus in dem Zuge 1 2 an einander gereiht worden sind, die Linien I und II HI 
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I Fig. IT*, bezw. parallel zu C und 2 C, werden immer parallel zu einander werden ; und da die 
teBultaDte stets durch ihren Durchschnittspunkt hindurchgehen muss, so liegt sie selbst in der 
unendlich fernen Geraden der Ebene, in der die Kräfte wirken. Ihre Grösse U 2 ist nach Fig. 17" 
Null oder unendlich klein. Zwei Kräfte also, die parallel zu einander, von gleicher Grösse, aber 
entgegengesetztem Sinne sind , lassen sich nicht mehr in eine einzige , endliche . in endlicher Ent- 
irnung gelegene Kraft vereinigen. Ihre Resultante ist einer unendlich kleinen Kraft in unendhcher 
Intfernung, in der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene, gleich zu achten. 

Im Grunde genommen wurde durch die Construction in Fig. 17 an die Stelle des Kräfte- 
lares P, , Pj nur ein anderes Paar von Kräften gesetzt, die, wie die ursprünglich gegebenen, gleich- 
{rosB. parallel, aber von entgegengesetztem Sinne sind. Es sind dies die in I und II III (_Fig. 17'') 
liegenden Componenten der Kräfte Pi und P», die 
hezw. gleich C und C2 (Fig. 17') sind. Grösse, 
Richtung, Sinn und Lage dieser Componenten 
ügt von der Lage des Punktes C und der Ge- 
ideu U I ab. Da diese in der Ebene unserer 
kräfte völlig willkllrlich angenommen werden können, 
so folgt daraus . dass ein Paar gleicbgroaser und 
paralleler, entgegengesetzt gerichteter Kräfte in 
uaendhch vielfacher Weise durch ein anderes Paar 
[ächer Kräfte ersetzt werden kann. Ist durch 
illkürliche Annahme von Grösse, Richtung und 
'Sinn der einen Kraft dieses letzteren Paares der ' 

Punkt C bestimmt, so kann die Linie 1 auch noch 

durch einen beliebigen Punkt der Ebene gezogen und somit auch die Lage jener Kraft vorgeschrieben 
werden; die andere, zugehörige, ist dann allerdings völlig bestimmt. 

Hiernach ist es nun leicht, zu beweisen, das weder durch obiges noch durch irgend ein anderes 

Verfaliren jemals eine Resultante zweier paralleler und entgegengesetzt gerichteter gleichgrosser 

Kräfte, d. h. eine Kraft gefunden werden kann, die tliesea Paar von Kräften in seiner Wirkung 

ersetzt. Denn wäre dies möglich, so könnte durch Festmachung irgend eines Punktes in der geraden 

^—Xjnic, in welcher die Resultante liegt, die Wirkung dieser vollständig aufgehoben werden; wenn 

^■ttrer das gegebene Eräftepaar durch ein anderes von gleicher Wirkung ersetzt wird, von dem eine 

^^Eraft durch jenen Fixpunkt geht, so geht die andere gewiss nicht ebenfalls durch denselben hin- 

^^Bnrch und ttbt deshalb immer eine Drehwirkung um ihn aus. 

^H Solche Kräftepaare, wie wir sie oben betrachtet haben, bilden also, wie eine einzelne Kraft 
^^Qch, sozusagen ein Element in der Mechanik, das durch nichts Einfacheres ersetzt werden kann. 
Es ist daher gerechtfertigt, ihnen einen besonderen, einfachen Namen beizulegen: man nennt sie 
Gegenpaare oder Drehzwillinge. Durch letztere Bezeichnung soll das Bestreben eines Paares 
solcher Kräfte ausgedrückt werden, die Ebene, in der sie liegen, um irgend einen ihrer Punkte zu 
drehen. Die Richtung dieser Drehung ist für jedes Gegenpaar eine bestimmte, für alle seine äqui- 
valenten Paare gleiche und wird jederzeit leicht erkannt, wenn man sich in der einen der beiden 
^—Kräfte, gleichviel in welcher, einen beliebigen Punkt festgehalten denkt, um den dann nur die andere 
^BEraft eine Drehwirkung eben in der zu suchenden Richtung ausübt. 

^V Wie nun eine einzelne Kraft in der geraden Linie, in der sie wirkt, beliebig verlegt werden 
darf, 80 kann auch, wie oben gezeigt wurde, ein Gegenpaar durch ein anderes in derselben Ebene 
gelegenes ersetzt werden; und wie dort Grösse und Sinn der Kraft ungeändert bleiben muss, so 
mVBsen auch die, einem ursprünglich gegebenen und daber auch unter sich äquivalenten Gegenpaare 
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einer Ebene nicht bloss gleiche Drelirichtung haben, sondern auaserdem noch in einem Ziiaam 
hange unter einander stehen, der leicht auCzudecken ist: 

Trägt man auf die Schenkel des Winkels la (Fig. 17''), der dem Winkel 1 C (Fig. ! 
gleich ist, die Stücke 1 und I a bezw. gleich C und 1 auf, so wird das Dreieck 1 
Dreiecke 1 C congruent und daher a paj-allel mit 1 C und folglich auch mit I II- Die ] 
ecke I II a und I II sind daher an Flächeninhalt einander gleich. Das erste hat als Seite I a die 
eine der Kräfte des ursprünglichen Gegeupaares. und die gegenüberliegende Spitze II liegt in der 
geraden Linie, in der die andere Kraft wirkt; sein Flächeninhalt ist dadurch vollkommen bestimmt; 
ebenso derjenige des zweiten, dessen eine Seite I die eine der Kräfte des neuen Gegeapaares ist, 
und dessen Spitze n in der anderen Kraft desselben liegt. Hieraus folgt der Satz : 

Ein Gegenpaar kann in seiner Ebene in beliebiger Weise verschoben und 
der Grösse und Richtung seiner Kräfte nach verändert werden, wenn nur seine 
Drehricbtung und der Flächeninhalt des Dreiecks, dessen Grundlinie die eine 
dieser Kräfte ist, und dessen gegenüberliegende Spitze in der anderen liegt, 
dieselben bleiben. 

Wir werden jenes Dreieck, in welches wir die Drehrichtung des Gegenpaares durch einen 
Ki'eispfeil so eintragen , wie es in Fig. l?"" bezüghch des Dreiecks 1 II geschehen ist, das 
charakteristische Dreieck des Gegeupaares nennen. 

§ 19. Kräfte- und Seilpolygoo zweier Kräfte in einer Ebene. — Denken wir uns in 
den Figuren 14 bis 17 die Kräfte P,, Pv wieder durch ihre Componentcn OC und Cl, sowie IC 
und C2 ersetzt, die in den Linien Ol, I II und II III wirken, so heben sich die beiden in I 11 thätigen, 
nämlich Cl und IC, gegenseitig auf, indem sie jene Linie, als Theil der materiellen Ebene, in der 
die Kräfte wirken, betrachtet, auf Zug (wie in Fig. 14, 15 und 17) oder auf Druck (wie in Fig. 16) 
angreifen. Um auch den beiden andern, in I und II III thätigen Componenten OC und C2 und 
folglich den Kräften P, und P, das Gleichgewicht zu halten, darf man nur jeder von jenen in der 
Linie, in welcher sie wirkt, eine gleichgrosse Kraft CU und t^C entgegensetzen, wodurch diese Linien 
ebenfalls auf Druck oder Zug in Anspruch genommen werden. Nun ist klar, dass das auf solche 
Weise erzielte Gleichgewicht schon bestehen kann , wenn die materielle Ebene , in der die Kräfte 
liegen , durch ein System I II III materieller Linien ersetzt wird , welches , in den Eckpunkten 1 
und II wie in Scharnieren beweglich, im Stande ist, in seinen einzelnen TheÜen den Zug oder 
Druck auszuhalten, der in der Längsrichtung derselben, wie oben entwickelt, ausgeübt wird. 

Oh Zug oder Druck in einem solchen Liiiienstück Ol, I II oder II III stattfindet , ist sehr 
leicht zu entscheiden. Man darf nur die an einem seiner Enden wirkende . gegebene Kraft Pi 
oder P. in zwei Componenten zerlegen, deren Richtungen durch die in jenem Punkte zusammeo- 
stossenden Linienstücke verzeichnet sind. Wirkt die in die fragliche Linie fallende Componente von 
deren Endpunkt aus nach auswärts, so wird dieses Linienstück gezogen; ist sie aber einwärts ge- 
richtet, so wird es gedrückt. So werden in den Figuren 14, 15 und 17 sämmtliche Linienstücke 1, 
I IL II III gezogen, in Fig. 16 gedrückt. 

In dem Falle, wo ein LinienstUck gezogen wird, darf es auch biegsam sein, nach Art eines 
Seils oder einer Kette, ohne dass das Gleichgewicht beeinträchtigt wird. Findet dies bei allen 
Linien stücken statt, so kann das ganze Polygon I II III aus einem Seil oder einer Kette bestebetl, 
in deren Eck- oder Knotenpunkten die Kräfte Pi, Pi wirken. Im anderen Falle muss die Linie, 
die auf Druck angegriffen wird , steif sein. Wie dem aber auch sein mag , man nennt gewohnüdl 
den Linienzug I II III das Seilpolygon aus den Kräften Pi und Pj. Der Linienzug 1 2 ist 
das uns schon bekannte Kräftepolygon aus denselben; den willkürlich angenommenen Punkt C 
nennt man den Pol des Kräftepolygons , oder auch wohl des Seilpolygons 1 II in , da dieses 
wesentUch durch ihn bestimmt wird. 
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Um also zwei sich schneidende oder parallele Kräfte in eine Resultante zu vereinigen, con- 
struirt man das Ki-äfte- und Seilpolygon aus ihnen. Zuerst das Kräftepolygon 012 (Fig. 14 bis 17), 
indem man sie von einem beliebigen Punkte ans hinter einander ihrer Grosse, Richtung und ihrem 
Sinne nach aufträgt. Alsdann nimmt man einen willkürlichen Punkt C ala Pol und zieht zu den, 
von ihm aus in die Ecken des Kräftepolygons geführten Strahlen C, 1 C, 2 C hezw, die Linien Ol, 
III, II III parallel, wobei die Lage der ersten beliebig ist, die zweite durch den Durchschnitts- 
punkt I jener ersten mit der Kraft Pi geht und die dritte durch den Durchsclinittspunkt II der 
zweiten mit der zweiten Kraft P.. Der Durchschnittspunkt o derjenigen Seite Ol des Seilpolygons, 
welche der ersten Kraft vorangeht, mit der Seite II III. welche der zweiten Kraft folgt, ist ein 
Funkt der gesuchten Resultante , deren Grösse , Richtung und Sinn durch die Diagonale 2 im 
Kräftepolygon bestimmt ist, welche die beiden Kräfte unterspannt. 

§ 20. Das Kräfte- und Seilpolygon zweier beliebiger Ki'äfte in einer Ebene, oder die 
Figui-en 14* und 14'' (S. 9) stehen in einfachen Beziehungen zu einander. Die Resultante der beiden 
Kräfte, welche durch den Schnittpunkt a der äussersten Seilpoljgonseiten 1 und II III hindurch- 
geht und parallel zu 2 ist, muss zugleich durch den Schnittpunkt a der Kräfte selber gehen, oder 
die Verbindungslinie a a muss von selber parallel zu 2 werden. Letztere zwei Linien sind aber 
die sechsten Seiten zweier vollständiger Vierecke 012C und alall, von denen die fünf andere» 
Seiten durch die Construction pai'allel gemacht worden sind, nämlich Ol zu al, 12 zu all, I« 
zu C, I II zu 1 C und «11 zu 2 C. Daraus folgt der rein geometrische Satz : 

Wenn in zwei vollständigen Vierecken fünf Seiten beziehentlich parallel 
gemacht werden, so werden die sechsten von selber parallel. 

Man nennt zwei solche , zu einander parallele Seiten zweier vollständiger Vierecke ent- 
sprechende Seiten; um sie recht deutUch hervorzuheben, haben wir sie in den Figuren aj und b) 
mit gleichen Ziffern bezeichnet, mit feinen i. z 3, 4. 5, e in Fig. a) und mit fetten i. a. 3, 4. 5, 6 in Fig. b), 
wobei ^vir natürlich den Linien, welche die Krüfte Pi und P, vorstellen oder enthalten, die 
Ziffern 1 und 2 beilegten. Auf diese Weise erkennt man dann leicht eine weitere Eigenschaft 
unserer beiden Vierecke: Dreien Seiten, welche in dem einen ein Dreieck bilden, entsprechen in 
dem anderen drei Seiten, die sich in einem und demselben Punkte schneiden, und umgekehrt, dreien 
Seiten, die in dem einen Viereck durch einen und denselben Punkt gehen, entsprechen im anderen 
drei Seiten eines Dreiecks. Deshalb nennt man zwei solche Vierecke, wie die vorliegenden, reci- 
proke Vierecke. 

Das Vorstehende lässt sich, mit den nöthigen Modificationen, leicht auf die Figuren 15" und lö'', 
16' und 10*. sowie 17" und \~t* ausdehnen. 

§ 2X. Das Seilpolygon 1 II HI (Fig. 14 bis 17) ist bestimmt durch die Wahl des Poles C im 
Kräftepolygon und durch die Lage der ersten Seite I, die ja auch beliebig angenommen werden 
kann. Verschiedenen Lagen dieser letzteren Seite entsprechen Seüpolygone , welche zu ähnhcheu 
vollständigen Vierecken «lall, «'I'all' etc. (Fig. 18) gehören, und in denen die Schnitt- 
punkte a, a der äussersten Seilpolygonseiten Ol und III, O'I' und I' II' etc. in einer und 

derselben geraden Linie liegen. Einem und demselben Kräftepolygon mit bestimmtem Pol C ent- 
;hen also unendlich viele reciproke Vierecke, die alle einander ähnlich sind, und von denen wir 
'stets nur eines zeichnen; aus denselben können daher immer nur Richtungen und Lagen, niemals 
Längen bestimmt werden. 

Welche Lage auch der Pol C des Kräftepolygons (Fig. 14) haben mag , stets müssen sich die 
äussersten Seilpolygonseiten Ol und II III auf der geraden Linie schneiden, welche die Resultante 
der Kräfte P, und P« enthält, also durch dereu Schnittpunkt a geht und parallel zu 2 ist. 
ieraus folgt der Satz: 
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Während der Pol eines Kräftepolygons aus zwei Kräften in einer Ebene 
alle möglichen Wege in dieser Ebene durchläuft, bewegt sich der Durchschnitts- 
punkt der äussersten Seilpolygonseiten auf einer geraden Linie, die durch den 
Schnittpunkt der Kräfte hindurchgeht und die Resultante derselben enthält. 

Die Ausdehnung dieses Satzes auf den Fall paralleler Kräfte ist leicht. 



Fig. 18 




Fig. 19 




Heben wir nun irgend 
zwei Lagen des Poles im 
Kräftepolygon, C und C 
(Fig. 19*), und die dazu 
gehörigen Seilpolygone 

Ol um und ornnr 

(Fig. 19^) heraus, so 
müssen nach obigem 
Satze die Durchschnitts- 
punkte a und a der äusser- 
sten Seilpolygonseiten in 
einer durch den Durch- 
schnittspunkt a der Kräfte 
gehenden, zuO 2 parallelen 
geraden Linie liegen. Die 
Verbindungslinie C C der 
Pole bildet ferner die 
sechste Seite in drei 
vollständigen Vierecken 
CC'Ol, CC'12, CC'02, 
denen in Fig.l9^ 3 andere, 
U'siSj, nil'sjSs, aa' SiSs, 
entsprechen , in denen 
durch die Construction 
je 5 Seiten beziehentlich 
den 5 ersten Seiten jener 
Vierecke parallel gemacht 
worden sind. Die sechsten 
Seiten müssen folglich 
ebenfalls parallel werden, 
also Si Sa , Ss Ss und Si Ss 
zuCC. Die Durchschnitts- 
punkte Si , s«, Ss dergleich- 
vielten Seiten der beiden 
Seilpolygone I II III 
und O'rn'ni' müssen 
also in einer und der- 
selben, zur Verbindungs- 
linie der Pole C und C 
parallelen geraden Linie 
liegen; oder: 
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Wenn sich der Pol des Eräftepolygons ans 
geraden Linie fortbewegt, so drehe 



in einer 



fln einer 

am Punkte einer und derselben, zur Bahn des Poles parallelen Geraden 

Hieraus sieht man leicht, wie die Seilpolygone für alle in einer geraden Linie CC liegenden 
-Pole gefunden weiden können, wenn das für einen dieser Pole C, nämlich Olllin, gezeichnet ist: 
Nachdem die Linie ;■;•' parallel zu CC, sonst aber beliebig gezogen worden ist und dadurch die 
Durchschnittspunkte s, , % , s, der Seiten des bekannten Seilpolygons mit ihr erhalten worden sind. 
Hegt man durch s, eiue Parallele ^I' zur Verbindungslinie des neuen Poles C mit dem Anfangs- 
punkt dea Kräftepol jgons und verbindet dann I' mit Si und II' mit Sg. Di^e letzteren Linien werden 
äann von selbst parallel zu IC und 2C. 

i 22. KrHfte- ond Seilpolygon beliebig vieler Kräfte in einer Ebene. — Das Verfahren, 
Itelches wir im Vorstehenden für die Zusammensetzung zweier sich schoeidender oder paralleler 
Kräfte kennen gelernt haben, lässt sich sehr leicht auf den Fall ausdehnen, wo beliebig viele, in 
leiner Ebene gelegene, sich schneidende oder parallele Kräfte zu vereinigen sind. 

Kommt z. B. in Fig. 14 (S. 9) zu den beiden dort vereinigten Kräften 1 und 2 noch eine 
pritte hinzu , so kann man dieselbe mit der Resultante 2 aus jeneu ganz ebenso zusammenfassen 
)rhin die zweite Kraft mit der ersten. Man wird also an den Endpunkt 2 diese dritte Kraft 
irer Grösse, Richtung und ihrem Sinne nach anfügen, den Strahl 3C durch den Pol C und den 
Endpunkt der dritten Kraft ziehen und parallel mit diesem durch den Durcbschnittspunkt III der 
vorhergehenden Seilpolygonseite II III mit der dritten Kraft die nächste Seüpolygonseite III IV. 
Der Durchschnitt derselben mit der ersten Seilpolygonseite I gibt einen Punkt , durch den die 

»Resultante P.-a hindurchgehen muss, deren Grösse, Richtung und Sinn im Kräftepolygon durch die 
diagonale dargestellt ist, welche die Kräfte 1 bis 3 nnterspannt. 
Um also z.B. die gegebenen neun Kräfte P,, Pi Pb (Fig. 1 Taf. I) zu vereinigen, wird 

man ein Kraftepolygon 012 3 9 zeichnen, indem man sie von einem beliebigen Punkte aus 

ihrer Grösse, Richtung und ihrem Sinne nach hinter einander aufträgt. Man wird dann einen beliebigen 
Punkte in der Ebene jenes Polygons als Pol nehmen und durch ihn und die Eckpunkte 0, 1, 2... 
des letzteren die Strahlen CO, Gl, C2etc. legen. Parallel zu diesen Strahlen laufen dann die Seiten 
des Seilpolygons. Die erste Seite desselben 1 , parallel zum Strahl C . hat eine beliebige Lage. 
Durch ihren Schnittpunkt I mit der Kraft Pi zieht man die Seili>olygonseite I II parallel zum 
trabl IC bis au die Linie, in welcher die Kraft Pi wirkt; durch den Punkt II wird alsdann die 
Seite n in parallel dem Strahl 2C gezogen u. s. w. f. Bei dem Zusammenhang, in welchem die 
lezeichuung der Ecken des Seil- mit derjenigen der Ecken des Kräftepolygons steht, kann das 
tere aus letzterem ganz mechanisch construirt werden. Die Seiten 

Ol, III, ura IXX 

) Seilpolygons sind bezw. parallel zu den Strahlen 

OC, IC, 2C 9C 

i Kräftepolygon. 

Die Resultante sämmtlicber neun Kräfte ist ihrer Grösse, Richtung und ihrem Sinne nach 
inrch die Diagonale 9 des Kräftepolygons bestimmt, welche sämmtliche neun Kräfte uuterspannt, 
;. h. den Anfangspunkt der ersten mit dem Endpunkt der letzten verbindet. Deshalb ist auch hier 
wieder (vgl. § 9) die Projection der Resultante auf irgend eine Linie gleich der 
algebraischen Summe der Proj ectionen der Componenten auf dieselbe Linie. 
i)ie Lage der Resultante ergibt das Seilpolygon; sie muss nämlich durch den Punkt X bindnrch- 
tehen, in welchem sich die äussersten Seilpolygouseiten, die der Kraft Pi vorangehende I und die 
■ Kraft Pa nachfolgende IX X, schneiden. 
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§ 23. Aber nicht bloss die lieaultante sämmtlicher gegebenen Kräfte, die in der nämlichen 
Ebene an beliebigen Angritfapunkten wirken, kann man mittelst des im vorigen § gezeigten Verfahrens 
durch Construction des Kräfte- und Seilpolygons finden, sondern auch mit derselben Leichtigkeit 
diejenige einer beliebig ausgewählten Anzahl jener Kräfte, wenn sie nur unmittelbar auf einander folgen. 
Grosse, Richtung und Sinn dieser Resultante ist immer durch die Diagonale bestimmt, welche im 
Kräftepolygon die betr. Kräfte untei-spannt , und ihre Lage ist allemal dadurch bekannt, dass sio 
durch den Schnittpunkt der äussersten Seilpolygonseiten, derjenigen, welche der ersten von den za 
vereinigenden Kräften vorangeht, mit derjenigen, welche der le'ten derselben nachfolgt, hindurck- 
gehen muss. 

Die Resultante der Kräfte Pj , P, . . . P« (Fig. 1 Taf. I) also ist nach Grösse , Richtung and 
Sinn gleich der Diagonale 6 des Kräftepoiygons und geht durch den Schnittpunkt a der äussersten 
S eil polygon Seiten 1 und VI VII hindurch ; und die Resultante der Kräfte Pa . . . . P, ist gleich der 
Diagonale 2 8 uiid geht durch den Schnittpunkt b der äussersten Seilpolygonseiten II III und VIll IX. 

§ 24. Denkt man sich jede der Kräfte P,, P, ... (Fig. l Taf. I) in dem Eckpunkte des Seil- 
polygons, der auf ihr liegt, nach den Richtungen der dort zusammen stossenden Seiten dieses Polygons 
in zwei Componeuten zerlegt, so erhält man Grösse, Richtung und Sinn dieser Componenten anmittelhar 
aus dem Kräftepolygon. Die Componenten der Kraft 1 sind C und C 1 , die der Kraft 2 sind 
IC und C2, die der Kraft 3 sind 2C und C3 u. s. w. f. In jede Seilpolygonseite, mit Ausnahme 
der ersten und letzten, kommen also zwei gleiche und entgegengesetzt gerichtete Componenten zu 
liegen, die sich das Gleichgewicht halten und als Zug- oder Druckspannungen der betr. Seite betrachtet 
werden können. Die in die erste und letzte Seite fallenden beiden Componenten können also alle 
gegebenen Ki-äfte ersetzen, und dies ist wieder ein Beweis dafür, dass die Resultante der letzteren 
durch den Durcbschnittspunkt jener äussersten Seilpolygonseiten hindurchgehen muss. 

Indem man den, in die erste und letzte Seite fallenden Componenten gleiche Kräfte entgegeusetzt, 
kann man das ganze Kräftesystem im Gleichgewicht halten. Zu diesem Gleichgewicht ist dann nur 
ein solcher Zusammenhang erforderlich, wie der durch feste, mit den Seil polygon Seiten zusammen- 
fallende und in dessen Eckpunkten wie um Scharniere bewegliche Linien erreicht wird; und wenn 
eine solche Linie Zugspannungen erleidet, sn kann sie sogar noch vollkommen biegsam wie ein 
Stück Seil oder Kette sein, ohne dass das Gleichgewicht gestört wird. Es ist aber leicht zu ent- 
scheiden, ob eine Seite des Seilpolygons gedrückt oder gezogen wir<l. Man darf nui- die an einem 
ihrer Endpunkte wirkende Kraft P nach den Richtungen der in diesem Punkte zusammen stossenden 
Seiten in zwei Componenten zerlegen. Wirkt die in die betrachtete Seite treffende Componente von 
dem Endpunkte aus, au den man zerlegt hat, nach auswärts, so findet Zug, wirkt sie aber nach 
einwärts, so findet Druck in jener Seite statt. Die Grösse dieser Zug- oder Druckspannung ist gleich 
der Länge des Strahls im Kräftepolygon, zu dem die betrachtete Seilpolygonseite parallel ist. 

In gleicher Weise können irgend zwei Strahlen 3 C und C 8 im Kräftepolygon , in passendem 
Sinne genommen, als Componenten der Kraft 3 8 betrachtet werden, welche ihre Endpunkte 3 und 8 
verbindet. Diese Verbindungslinie stellt aber der Grösse, Richtung und dem Sinne nach auch die 
Resultante der Kräfte 4, 5.. 8 vor, welche vom Endpunkte des ersteren Strahles aus bis zum 
Endpunkte des zweiten an einander gereiht worden sind. Daher kann die Resultante einer Anzahl 
auf einander folgender Kräfte auch als Mittelkraft der Spannungen in den beiden äussersten, diesen 
Kräften zugehörigen Seilpolygnnseiten betrachtet werden. 

§ 25. Unter den Kräften, welche in Fig. 1 Taf. I vermittelst des Kräfte- und Seilpolygons 
in eine Resultante vereinigt wurden, befinden sich solche, welche sich schneiden, dann parallele, 
und zwar sowohl gleich- als entgegengesetzt gerichtet, und endlich auch ein Gegenpaar P.Pt. Dies 
alles hat nicht den geringsten Einfluss auf die Construction. Es kommt bloss darauf an, dass jede 
Seilpolygonseite die auf sie folgende Kraft P achneidet. Da aber jede solche Seite pai-allel mit dem 



dem j 
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Strahl im KräftepoljgOD ist, der vom Pol nach dem Anfangspunkte der auf sie folgenden Kraft 
geht, so ist jene Bedingung allgemein erfüllt, wenn nur der Pol des Kräftepolygona in keine der 
verlängert gedachten Seiten deaaelben fällt. Es steht nichts im Wege, dem Pol stets eine solche 
Lage zu geben, 

§ 26. Von besonderem Interesse ist es, den Eintiuss kennen zu lernen, welchen das Gegen- 
paar Pt Pt (Fig. 1 Taf. I) bei der Zusammensetzung mit den übrigen Kräften ausübt. Das Kräfte- 
polygon zeigt hier zunächst, dass, in Folge des Zusammenfallens der Ecke 7 mit der 5, weder die 

dem Gegenpaar vorausgehende Kraf? Ps oder 4 5, noch die Resultanten 3 5, 2 5, 15 aus den 

Toraiigehonden Kräften Po, P.. Pi... durch Vereinigung mit dem Gegenpaar V„ Pi ihrer Grosse, 
Richtung und ihrem Sinne nach geändert werden. Sie werden bloss parallel mit sich selbst ver- 
Bthoben, und zwar, wie das Seilpoljgon zeigt, die Kraft Pi von V nach e, die Resultante Pi-i 
Ton c nach d u. s. w. Ebenso wird die dem Gegenpaar vorangehende Seilpolygonseite V VI parallel 
mit sich selbst nach VII VIII verschoben, wenn das Gegenpaar mit den vorangehenden Kräften ver- 
einigt wird; und es ist dies letztere im Grunde genommen auch nichts weiter als das parallele 
Verschieben einer Kraft in Folge ihrer Zusammensetzung mit dem Gegenpaar, der Kraft C5 
nämlich, welche die aus der Zerlegung der Kraft Pj hervorgehende Spannung der zu verschiebenden 
Polygonseite darstellt. 

Nun ist aber nach § 18 ein Gegenpaar in einer gegebenen Ebene allein schon durch den 
Flächeninhalt des Dreiecks bestimmt, dessen Grundlinie die eine seiner Kräfte ist, und dessen Spitze 
in der anderen liegt, vorausgesetzt, daas die Drehrichtung noch gegeben wird. Es kann daher vor- 
kommen, dass man ein, bloss auf diese Art bestimmtes Gegenpaar mit anderen Kräften in seiner 
Ebene vereinigen soll oder auch nur mit einer einzigen, und es ist in diesem Falle offenbar 
wünschenswerth, die Parallelverachiebungen , welche es hervorbringt, construiren zu können, bloss 
aus jenen Angaben, ohne das Gegenpaar wirklich durch zwei gleiche, parallele und entgegengesetzt 
gerichtete Kräfte repräsentiren und diese in gewöhnlicher Weise in die Construction mit aufnehmen 
zu müssen. Dass dies möglich ist, lüsst sich leicht zeigen, wobei wir uns bloss auf den Fall, auf 
den wir oben alle anderen zurückgeführt haben, zu beschränken brauchen, auf den nämhch, wo 
das Gegenpaai' mit einer einzigen Kraft AP (Fig. 20) zu vereinigen ist. 

Denken wir uns nämlich nach § 18 das gegebene Gegenpaar so verwandelt, dass die Grösse 
seiner Kräfte gleich derjenigen der gegebenen Kraft P ist, und verschieben wir dasselbe so, dass 
eine seiner Kräfte in dieselbe gerade Linie fällt, in der P wirkt, und dass sie dieser entgegengesetzt 
ist, dann heben sich die Kräfte A P und A P' auf, und es bleibt nur noch die der Kraft P an Grösse, 
Richtung und Sinn gleiche P ' übrig, welche also keine 
andere als die parallel mit sich selbst verschobene Kraft P 

ist- Dabei muss das Dreieck A P' A" oder auch das APA" . — — —P' 

an Flächeninhalt gleich demjenigen sein , durch welches " . 

doa Gegenpaar gegeben ist. Man darf also nur über 

der zu verschiebenden Kraft als Grundhnie ein Drei- / ' \ 

eck APA" errichten, dessen Flächeninhalt gleich dem des ''' ^ P 

Dreiecks ist, durch welches das Gegenpaar gegeben 

wird, um in der Spitze A" dieses Dreiecks einen Punkt zu erhalten, durch welchen die in Folge 
ihrer Vereinigung mit dem Gegenpaar parallel verschobene Kraft geben muss. Die Seite, nach 
welcher hin dabei das Dreieck APA" über seiner Grundlinie errichtet wird, nach welcher hin also 
die gegebene Kraft verschoben wird, ist durch die gegebene Drehrichtung des Gegenpaars bedingt. 
Denkt man sich m der Spitze des Dreiecks eine Kraft parallel mit der gegebenen und in dem- 
selben Sinne wirkend, in seiner Grundlinie eine ihr gleiche, aber entgegengesetzte, so muss das 
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Diese Dreh- 



durch beide gebildete Gegenpaar dieselbe Drebiichtung haben wie das gegebene. 
richtung wird durch einen Kreispfeil, wie er in Fig. 20 eingezeichnet ist. angedeutet. 

Wenden wir nun dies beispielshalber dazu an, um in Fig. 1 Taf. I die parallele Verschiebung 
der Seilpolygon Seite V VI durch daa Gegenpaar Ps Pj, welches durch das Dreieck An P» P? uod durdl 
den in dasselbe gezeichneten Kreispfeil gegeben sei, direct zu construiien. Dann haben wir ans in 
der Seite V VI eine der Kraft C5, also dem Strahl, zu dem sie parallel ist, gleiche und in dem- 
selben Sinne gerichtete Kraft wirkend zu denken und irgendwie, etwa als Vh, in sie einzutragen. 
Von demselben Punkte V aus und nach derselben Richtung bin trägt man dann die Seite P« Ä, des 
Dreiecks AgPjP, auf die nämliche Linie als Vm auf und errichtet darüber das letztere Dreieck 
als Vmn. Dabei hat man daiauf zu achten, dass die Spitze n auf die Seite von Vh zu liegen 
kommt, nach welcher hin die Kraft Vb oder Co verschoben werden muss, um die nämliche Dreli- 
ricbtung um einen Punkt ihrer früheren Lage zu erhalten, wie sie der Kreispfeil des Dreiecks A, Pi P, 
angibt. Dann hat man bloss noch das Dreieck Vmn in ein anderes, an Flächeninhalt ihm glcicb^^s 
Vhk zu verwandeln, dessen Grundlinie Vh ^ Co ist, was durch Ziehen der Linie nh und der 
mit ihr parallelen mk leicht geschehen kann. Die Spitze k des verwandelten Dreiecks Vhk ist 
dann der Punkt, durch welchen die verschobene Polygonseite, nämlich VII NTII, hindurchgehen 
muss. Indem man auf diese Weise direct von der Seite V VI auf die VII VIII übergeht, kann man 
sich auch vorstellen, dass das Seilpolygoo von der Ecke V aus in der Richtung V VI bis ins Unend- 
liche gehe, dort mit der unendlich kleinen und unendlich fernen Kraft, als welche das Gegenpasr 
auch betrachtet werden kann, verbunden werde und parallel mit sich selbst verschoben als VII VIII 
wieder zurückkehre. 

§ 27. Die Keihenfolge bei der Zusanimensetzung von Kräftcu in einer Ebene ist 
gleichgültig. — Die Ordnung, in welcher Kräfte einer und derselben Ebene an beliebigen An- 
griffspunkten vermittelst des Kräfte- und Seiipolygons mit einander verbunden werden, ist gleichgültig. 
Das kann leicht erwiesen werden, und zwar können 
,,--Ji wir uns dabei auf den Fall beschränken, dass zwei 

,,-' // \ unmittelbar auf einander folgende Kräfte mit einander 

/ ; \ vertauscht werden , weil durch eine solche foi'tgesetzte 

.' / \ Vertauschung aus jeder Anordnung jede andere erhalten 

__i_Jt ■ werden kann. 

\^ \ Die beiden mit einander zu vertauschenden Kräfte 

"^. ■ seien beispielsweise die P. und Pj (Fig. 21), welche ent- 

^ weder allein vorbanden sein, oder einem System von 

^^'K- 21 mehreren, zum Theil vorausgehenden, zum Tbeil u)u;b- 

', folgenden Kräften angehören können. .ledenfalls haben 

', wir bloss denjenigen Theil 3 4 5 (Fig. 21") des Krafte- 

J^— ^ — -7 — polygons, dessen Pol C sei , zu betrachten , welcher aus 

tr \ / ! den zu den Kräften parallel gezogenen und ihnen an 

^^ \, ,',-'' \ j Grosse uud Sinn gleich gemachten Linien 34 und 4 5 

^^k ^' \ ,' besteht, wie wir auch vom Seilpolygon nur den Theil 

^^H ^'' ^V * / III IV V VI ins Auge zu fassen haben, welcher jenem Stüik 

.'' ^jC des Kräftepolygons entspricht, in der bekannter Weise, 

X^ dass III IV paraUel mit 3 C , IV V parallel mit 4 C 

und V VI parallel mit ö C ist. 
Bei der Vertauschung der Kräfte 4 und ö mit einander haben wir im Kräftepolygon an den 
Punkt 3 die neue Kraft 3 4' gleich Ps anzureihen und an den Endpunkt 4' derselben die neue Kraft 4'5' 
gleich P«. Der Endpunkt 5' dieser letzteren muss, wie sofort ersicbthch, mit dem Punkte 5 znsammen- 
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fallen, und von da aus nimmt also das Kräftepolygon seinen früheren Verlauf, als ob jene Vertduschang 
nicht Torgenommen worden wäre. — Im Sellpolygon bleibt III IV parallel mit 3C, muss aber bis 
zum Durchschnittapunkt IV' mit der Kraft Pu, die jetzt Pi' heisst, verlängert werden. Durch dieBeo 
Durchschnittspunkt hat man dann IV' V parallel mit 4'C bis zum Schnitt V mit der Ki-aft P«, 
jetzt Pf, zu ziehen und durch diesen Punkt endlich eine Parallele V VI mit dem Strahl 5C. Es 
ist zu beweisen, dass diese letztere Linie nicht bloss parallel mit der V VI ist, sondern mit ihr 
zusammenCiillt , und dieser Beweis ist geliefert, wenn dargethan wird, dass beide einen Punkt ge- 
meinschaftlich haben. Dies ist aber sehr leicht: Die Resultante der beiden Kräfte Pi und Ps geht 
durch den Durchschnittspunkt f ihrer äussersten Seilpolygonseiten III IV und V VI; ebenso geht die 
Resultante der Kräfte P,- und Pj-, welches dieselben wie die vorigen sind, durch den DurchschnittB- 
punkt ihrer äussersten Seilpolygonseiten III IV' und V VI. Aber III IV' stimmt in Richtung und 
Loge mit III IV überein; wäre also der letztere Durchschnittsjmnkt von jenem f verschieden, so 
mQsste er doch auf die Linie III IV' fallen und daher die Resultante der beiden Kräile der 
Bichtung und Lage nach mit dieser letzteren Linie übereinstimmen. Das ist aber nicht möglich; 
denn diese Linie schneidet die Kräfte P, und Ps unserer Voraussetzung nach in zwei verschiedenen 
Punktun IV und IV', während doch deren Resultante dui'ch ihren gemeinachaftHchen Durchschnitt a 
hindurch gehe» oder, wenn ein solclier nicht vorhanden ist, zu ihnen parallel sein muss. Die Durch- 
Bchnittspunkte der beiden parallelen Linien V VI und V VI mit der III I\" fallen also zusammen; 
das gleiche gilt somit für jene Linien selbst, und es nimmt folglich das Seilpolygon von V an den- 
selben Verlauf, ob jene Vertauschung der Kräfte P, und Pf vorgenommen wird oder nicht. 

§ 28. Äbhtingigkoit des Seil]>olygons von der Lage dea Pols. — Die Resultante von 
Kräften in einer Ebene, welche durch ein Kräfte- und Seilpolygon vereinigt worden sind, muas 
natürlich von der Lage des Poles im Kräftepolygon unabhängig sein; ebenso die Resultante zweier 
oder beliebig vieler auf einander folgender dieser Kräfte. Welche Lage man also auch dem Pol 
geben mag, stets müssen sich die äussereten Seilpolygonseiten auf der geraden Linie schneiden, in 
welcher die Resultante aller Kräfte liegt, und irgend zwei Seilpoljgooseiten auf der geraden Linie, 
in welcher die Resultante der dazwischen liegenden Kräfte gelegen ist. Daraus folgt der Satz: 

Während der Pol des Kräftepolygons aus beliebig vielen Kräften in einer 
Ebene alle möglichen Wege in dieser Ebene durchläuft, bewegen sich die Durch- 
schnittspunkte je zweier Seiljiolygonseiten auf geraden Linien, auf denjenigen. 
in welchen die Resultanten der zwischenliegenden Kräfte gelegen sind. 

§ 29. Heben wir nun. wie in Fig. 2 Taf I. irgend zwei Lagen des Poles, C und C, im 
Kräftepolygon 1234 der vier Kräfte P,, P,, P,. P, (Fig. 2*') heraus, für welche die Seilpoly- 
gone I n III IV V und OIII'III'IV'V' sind, dann kann auf dieselbe Weise wie in § 21 für je 
zwei auf einander folgende Kr.nfte Pi und Pi, Pi und P», Pj und P. nachgewiesen werden, dass die 
Schnittpunkte gleichnamiger Seilpolygonseiten, nämlich a, b und c, ebenso b. c und d, endlich c, d und e 
iii einer und dei-selhen. zur Verbindungslinie der Pole parallelen Geraden liegen müssen, Folglich 
liegen sämmttiche Schnittpunkte gleichnamiger Seilpolygonseiten in einer und derselben, zur Ver- 
bindungslinie der Pole geraden Linie, und damit ergibt sich nun auch die Verallgemeinerung des 
zweiten Satzes in § 21 : 

Wenn sich der Pol des Kräftepolygons aus beliebigen Kräften in einer Ebene 
in einer geraden Linie fortbewegt, so drehen sich die Seiten der Seilpolygone 
Uta Punkte einer und derselben, zur Bahn des Poles parallelen Geraden. 

Mit Hülfe dieses Satzes können wieder die Seilpolygoue fdr alle in einer geraden Linie CC 
liegenden Pole leicht gefunden werden, wenn eines derselben, Ol H lU IV V (Fig. 2 Taf I), für den 
Pole gezeichnet ist. Man zieht die Linie MN parallel zuCC, sonst beliebig, und erhält so die 
Dorclischnittspunkte a. b, c. d, e der Seilpolygonseiten Ol, III, U III etc. mit dieser Linie. Alsdann 
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zieht man die erste Seite 0' I' des Seilpolygous für den Pol C parallel zBin Strahl C durch den 
Schnittpunkt a; durch I' und den zweiten Schnittpunkt b ist dann die zweite Seite I' II' zu 
legen, die dritte durch 11' und den Schnittpunkt c. die vierte durch III' und den Schoittpunkt d 
u. 8. w. f. 

§ 30. Das Seilpolygon als Mittelkraftslinie. — Unter den verschiedenen Lagen, welche 
der Pol des Kräftepoljgons annehmen kann, sind diejenigen besonders interessant, wo er iu eine 
der Ecken jenes Polygons fällt. Die von ihm aus gezogenen Strahlen werden dann zum Theil 
Seiten, zum groasten Theil aber Diagonalen des Kriiftepolygons und stellen folglich der Grösse, 
Richtung und dem Sinne nach die Resultanten der Kräfte dar, welche vom Pol aus bis zum Ende 
des betreffenden Strahls an einander gereiht sind. Es ist leicht zu beweisen, dass jene Resultanten 
iu den Seilpolygonseiten liegen, welche den ihnen entsprechenden Diagonalen parallel sind. Wir 

nehmen zu diesem Behufe den Pol C (Fig. 3 Taf. I) des Kräftepolygons 012 8 aus den acht 

Kräften Pi, Pf P, im Anfangspunkte des Polygons an. Dadurch verliert unsere Beweisführung 

nichts an Allgemeinheit, denn es kiinnen ja der Kjaft Pi noch beliebig viele andere Kräfte voraus- 
gehen. Der Strahl OC, zu welchem die erste Seilpolygonseite 1 parallel sein müsste. reducirt sich 
in Folge jener Annahme auf einen Punkt. Es ist also nicht bloss die Lage, sondern auch die 
Richtung jeuer Stilpolygonseite willkürlich. Aber diese Willkürlichkeit hat keinen Einfluss auf den 
ferneren Verlauf des Polygons, da die zweite Seilpolygonseite 1 11, durch irgend einen Punkt I der 
Kraft r, gebend, parallel mit IC zu ziehen ist und daher mit P, zusammenfallt. Der Eckpunkt U 
des Seilpolygons ist folglich auf jeden Fall der Durchschnittspunkt der Kraft Pi mit der P». 
Durch II geht die dritte Seilpolygonseite II III, parallel zum Strahl oder zur Diagonale 2C, bis zum 
Schnittpunkt III mit der Kraft P,, und so kann man nun ganz in der früheren Weise die Con- 
struction des Seilpolygons UIIIIU IX fortsetzen. 

Die erste Seite Ol desselben ist ganz beliebig und kann daher auch fortgelassen werden; die 
in sie tretfende Coraponente, wenn P, iu die bekannten zwei Seitenkräfte zerlegt wiid, ist Null. Die 
zweite Seite 1 11 fällt in dieselbe gerade Linie wie die Kraft l'i, und die in sie treffende Compn- 
nente oder Spannung ist diese Kraft P, selbst. Die Resultante aus den Kräften Pi und P, niuss 
durch den Durchschnittspunkt der Seilpolygonseite II III mit der beliebigen Seite Ul, also durch 
jeden Punkt der ersteren gehen; das kann sie aber auch, da sie parallel mit der Diagonale 2C 
sein , also ganz in die Linie II III fallen muas. In gleicher Weise kann gezeigt werden , dass die 
Resultante P,-a in der Seilpolygonseite III IV, die Pi— , in der Seilpolygonseite IV V u. s. w, f. liegt, 
und dasB endlich die letzte Seilpolygonseite VIII IX die Resultante sämmtlicher Kräfte enthält, deren 
Grösse, Richtung und Sinn im Kräftepolygou durch 8 dargestellt ist. 

Ein solches Seilpolygon heisst daher mit Recht die Mittelkraft slinie (Mitteldruckslinie) 
der Kräfte Pi, P, Pb. Es wird erhalten, wenn man den I'o! im Kräftepolygon in den Anfangs- 
punkt der ersten Kraft legt und dann wie bei jedem anderen Seilpolygon construirt. 

Die mit einer späteren Kraft Pa beginnenden Mittelkräfte P:,i, Pi-i etc. fallen natürlich niclit 
mehr in die Seiten jenes Polygons. Sie gehen einfach, wie es im Allgemeinen der Fall sein muss, 
durch die Schnittpunkte der Seite II III mit denen IV V, V VI etc. und sind den Diagonalen 2 4, 
2o etc. gleich, mit ihnen parallel und im nämlichen Sinne gerichtet. 

Will man die Mittelkraftslinie der Kräfte P,, P.... construiren, so muss mau den Pol C im 
Kräftepolygon in den Anfangspunkt 2 der jetzigen ersten Kraft P, legen und dann wie oben ver- 
fahren. Der Theil der früheren Mittelkraftslinie, welche den Kräften Pj, P,,.. entspricht, näm- 
lich II III IX, und die neue Mittelkraftslinie haben dann offenbar den nämlichen Zusammenhaug 

wie zwei Seilpolygone, welche dem nämlichen Kräftepolygon 2 3 4 ... ^ angehören, aber aus ver- 
schiedenen Polen C und C construirt sind. Ihre gleichvielten Seiten schneiden sich auf der nämlichen, 
zur Verbindungslinie C C der Pole parallelen Geraden. Die erste Seite II' IIP der neuen Mittel- 
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kraftslinie ist wieder beliebig, die zweite Seite lU' IV fallt mit der ersten Kraft P, zusammen, 
Bcbneidet also die gleichvielte Seite III IV des alten Polygons in IH. Jene Linie also, auf welcher 
»ich die gleichvielten Seiten der beiden Polygone sobneiden müssen, welche durch den Punkt 11! 
geben und parallel zu CC oder 02 sein muss, ist keine andere als die Seite 11 III, in der die 
Mittelkraft der vorausgehenden Kräfte P, und P, liegt. Mit Hülfe dieser Linie kann man dann auf 
die bereits im vorigen § gelehrte Weise die zweite Mittelkraftslinie aus der ersten sehr leicht und 
berinem constmiren. Nachdem man die Ecke IV' des neuen Polygons als Schnittpunkt der Kraft Pa 
mit der P, gefunden hat, kann man die Seite IV' V sofort durch diesen Punkt und durch den 
Scbnittpunlit a der Seite IV V mit der Linie II III ziehen; sie muss von selbst parallel zu 2 4 
werden. Durch ihren Schnittpunkt V mit der Kraft P, und durch den Schnittpunkt b der Seite V VI 
mit der II III geht dann die Seite V VI' u. s. w. f. 

§ 31. Zwei ebene Kräftesysteme, in welchen eine Anzahl von Kräften geuiein- 
BChaftlich ist. — Fassen wir nun noch den Fall ins Auge, wo zwei ebene Kräfte Systeme eine 
Anzahl von Kräften gemeinschaftlich haben. Kann die Ordnung, in welcher man die Kräfte mit 
einander vereinigt, beliebig genommen werden in beiden Systemen, so ist das Natürlichste, zuerst die 
denselben gemeinschaftlichen Kräfte mit einander zu verbinden und hierauf in jedem System die 
nicht gemeinschaftlichen anzufügen. Die aus den gemeinschaftlichen Kräften gebddeten Stücke der 
Kräfte- und Seilpolygone können dann ganz zusammenfallend gemacht werden, wenn man in 
ersteren ein und den nämlichen Punkt als Pol nimmt und die letzteren mit einer und derselben 
geraden Linie als erste Seite beginnt. Wenn aber in den Kräftepolygunen verschiedene Punkte als 
Püle atigenomnien werden, so sind die aus den gemeinschaftlichen Kräften gebildeten Seilpolygon- 
stücke in demselben Fall wie die in § 29 behandelten Seilpolygone, und lässt sich daher das dort 
Entwickelte unmittelbar auf sie anwenden. 

Aber es ist nicht immer tbunlich, alle die gemeinschaftlichen Kräfte stierst zu vereinigen. 
Es ist oft nothwendig, die nicht gemeinschaftlichen Kräfte vorweg zu nehmen, oder auch nur einen 
Theil der gemeinschaftlichen, worauf die ungemeinscbaftlicben folgen müssen, nach denen alsdann 
erst der andere Theit der gemeinschaftlichen Kräfte kommen kann. Dies letztere ist z. B. der Fall, 
«renn in einem Kräftesystem P,, P., l\. P., Pa . . . einige Kräfte, z. B. die Po und I\, in andere. 
Pj-, P.' von anderer Grösse und Richtung abgeändert werden sollen, ohne dass die Reihenfolge der 
Zusammensetzung eine andere wird. Man hat es dann mit den Kräftesystemen P,, 
und P,, P,, P,-, P,'. Ps... zu thun. in denen zuerst einige gemeinschaftliche 
ungemeinschaftliche und endlich wieder gemeinschaftliche auf einander folgen. 

Wie dem aber auch sei, jedenfalls kann man bei 
Construction der Kräftepolygone die Anfangspunkte der beiden 
ersten ungemeinscbaftlicben Kräfte zusammenfallen lassen, 
z. B. in Fig. 22 für die Kräftepolygone h k 11 2 3. . . 
and m n r 2' 3' . . . geschehen ist. welche zwei Kräftesystemen 
angehören, die aus den ungemeinschaftlichen Kräften P^, P||, Pi 
einerseits, Pi„. Pn andererseits und aus den gemeinschaftlichen 
Pi, P», P..,. bestehen, und bei deren Construction mit den un- 
igemeinschaftlichen Kräften begonnen werden musste. Nimmt 
man nun in beiden Kräftepolygonen denselben Punkt C als Pol 
und beginnt beide Seilpolygone mit einer und derselben, zu OC 

parallelen Seite, so hängen, wie bereits die Kräftepolygone im Punkte 0, die Seilpolygone mit jener 
Linie zusammen, und es können offenbar die so verbundenen Kräfte- und Seilpolygone als diejenigen 
eines einzigen Systemes vou Kräften betrachtet werden, dos aus allen unverändert gelassenen Kräften 
des einen von beiden gegebenen Systemen, welches dies auch sein mag, und aus denen des anderen 



, P,,P,,P.... 

■äfte, sodann 



Fig. : 



\ 



k 




22 



IV. Abschuitl. ZusammenBetzuiig von Kräften, wekhe iu der nSmlichen EJieue wirken 



»I 



besteht, diese aber zwar von gleicher Grösse, Richtung und Lage, jedoch im entgegengesetz 
Sinne genommen. So gehört das Kräftepolygon ..,3211khOmtir2'3'.. . dem Kräftesyt 
_p,, __p,,_p,,_Pj, —Pj, — Pt,P^,P„. P,, P,, P, ... (kürzer —3. —2, — 1.— 1, — k. — h," 

m, n, 1, 2, 3 . . .) aii, wo die Zeichen — vor den Kräften andeuten sollen, dass dieselben im 
entgegengesetzten Sinne gedacht werden, ohne dasa ihre Grösse, Richtung und Lage sich änderte. 
Das zugehörige Seilpolygon zu zeichnen haben wir für gegenwärtige Auseinandersetzungen nicht filr 
nothwendig gehalten. Im oben genannten Kräftepolygon stellen die parallelen und gleichlangen 
Linien 1 n, 1 1', 2 2', 3 3' etc. der Grösse, Richtung nnd dem Sinne nach die Resultanten der Kräft«- 
systeme — 1, — k, — h, m, n, bezw. — 1, — 1, — k, — h, m, n, 1 oder — 2, — 1, — 1, — k, — h, 
m, n, 1, 2 etc. dar. Diese Resultanten stimmen aber nicht bloss der Grösse , Richtung und dem 
Sinne, sondern auch der Lage nach vollständig mit einander überein, da die Kräfte — 1 und I. 
— 2 und 2 etc. sich aufheben. Die Seilpolygonseiten also, welche hezw. zu den Strahlen IC und uC, 
dann 1 C und 1' C, ferner 2 C und 2' C etc. etc. parallel sind , also die gleichvielten Seiten derjenigen 
Seil polygonstücke, welche den gemeinschaftlichen Kräften angehören, schneiden sich alle auf einer 
und derselben geraden Linie, auf der Resultante der ungemeinschaftlichen Kräfte — 1, — k, — h, m. o. 
wo bei der Bildung dieser Resultante die ungemeinschaftlichen Kräfte iui einen Systeme, gleich- 
viel in welchem, im entgegengesetzten Sinne genommen werden. 

Dieser Satz hat viel Aehnlichkeit mit dem in § 29 erhaltenen Ergehniss. und in der Tbat ist 
der Zusammenhang zwischen beiden leicht aufzudecken. Es hat offenbar auf das Seilpolygoa eines 
Kräftesystems nicht den mindesten Einfluss, wenn man das Kräftepolygon zugleich mit dem Pol 
parallel mit sich selbst, d. h. so verschiebt, dass sich seine Eckpunkte und der Pol in parallelen 
Linien fortbewegen. Verschiebt man in solcher Weise das Kräftepolygon m nl' 2' 3' ... (Fig. 22 1 
längs den Liuiennl, 1' 1, 2'2, 3'3. . ,, so kann man das den gemeinschaftlichen Kräften angehörige 
Stück n r 2' 3' . . . auf das entsprechende 112 3... des anderen Polygons legen. Das den ungemein- 
schaftlicheu Kräften angehörige Stück n m kommt nach 1 m' 0' zu liegen und der Pol C nach C. 
Nun kann man das zweite Seilpolygon als zu dem Kräftepolygon 0' m' 1 1 2 3 , . . mit dem Pol C 
gehörig betrachten, und die aus den gemeinschaftlichen Kräften gebildeten Seilpolygonstücke 
müssen daher in derselben Beziehung zu einander stehen wie zwei Seilpolygone überhaupt, welche 
aus demselben Kräftepolygon, aber unter Annahme verschiedener Pole construirt werden. 

Hätte man die beiden Kräftepolygone von vorn herein so gezeichnet, dass die den gemein- 
schaftlichen Kräften entsprechenden Stücke auf einander fallen, also so wie die beideu h k 1 1 2 3 
und ü' m' I 1 2 3 . . . , so würden unter der Annahme des nämlichen Poles C für beide die den ge- 
meinschai'thchen Kräften angehörigen Seilpoljgoustücke so geworden sein, dass die gleichvielten 
Seiten derselben zu einander parallel gelaufen wären oder sich auf der unendlich fernen Geraden 
der Ebene geschnitten hätten. Würde man aber für beide Kräftesysteme zwei verschiedene, in 
beliebiger Lage gegen einander befindliche Pole C und C" nehmen, so würden sich die gleichvielten 
Seiten obengenannter SeilpolygonstUcke auf einer geraden Linie schneiden , die parallel zur Ver- 
bindungslinie CG" der Pole wäre. Diese gerade Linie wird mit der Resultante aus den ungemein- 
scbaftlicben Kräften, die des einen der beiden Systeme im entgegengesetzten Sinne genommen, der 
Richtung und Lage nach zusammenfallen, wenn die Verbindungslinie C C" der Pole gleich , parallel 
und in demselben Sinne gerichtet ist wie die Verbindungslinie der Anfangspunkte 00', welche jene 
Resultante der Grösse, der Richtung und dem Sinne nach vorstellt, und wenn die ersten Seiten in 
beiden Seilpolygonen, die zu den parallelen Strahlen OC und O'C parallel sind, in eine zusammen- 
gelegt werden. 

Der letzte Fall findet allemal statt, wenn die Aufangspunkte und 0' selbst als Pole ge- 
nommen , wenn also die Mittelkraftslinien consti'uirt werden. Denn die Verbindungslinie der Pole 
fällt dann mit jener der Anfangspunkte zusammen, und die ersten Seiten der Seilpolygone, welohs 
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der Lage und Richtung nach beliebig angenommen werden dOrfen , können immer als auf einander 
fallend gedacht werden. 

Wir haben bereits angedeutet, dasB die vorstehenden Entwicklungen auch Anwendung finden 
auf den Fall, wo ein zweites Kräftesystem 12 3'4'Ö67... sich von einem ursprunglich gegebenen 
ersten 12 345 6 7... nur dadurch unterscheidet, dass einige Kräfte 3, 4 in diesem ihrer Grösse, 
Lage und Richtung nach in die 3', 4' abgeändert werden. Die Kräfte- und Seilpoljgone der vor- 
ausgehenden gemeinschaftlichen Kräfte kann man zusammenfallen lassen; die Kräftepolygonst&cke 
aus den, den ungemeinschaftlichen nachfolgenden gemeinschaftlichen Kräften 5, 6, 1 ... erscheinen 
dann gegen einander parallel um ein Stück verschoben, das der Grösse und Richtung nach mit der 
Resultante aus den Kräften 3, 4, — 3', — 4' oder auch — 3, — 4, 3', 4' übereinstimmt, und die 
gleicbvielten Seiten der Seilpolygonstttcke, welche den letzteren gemeinschaftlichen Kräften zuge- 
hören, schneiden sich auf der geraden Linie, in welcher jene Resultante liegt. 

Aach der zu Ende des vorigen § besprochene Fall gehört hierher. Die beiden Kräftesysteme 
1, 2, 3, 4, 5... und 3, 4, 5... haben in der That die Kräfte 3, 4, 5... gemeinschaftlich, während 
die bloss im ersten System vorkommenden 1, 2 als ungemeinschaftlich zu betrachten sind. Die 
gleichvielten Seiten der aus beiden Systemen consti'uirten Mittelkraftslinien schneiden sich daher 
auf der geraden Linie II III {Fig. 3 Taf. I), in welcher die Resultante der Kräfte 1, 2 oder — 1, 
— 2 liegt. 

§ 32. Beispiel: HitteldrnckslinieB eines Gewölbes für verschiedene Horizontal- 
SChtibe im Scbeitel desselben. — Seine vorzuglichste Anwendung findet das im vorigen § ge- 
fundene Resultat da, wo das Kräfte- und Seilpolygon eines Systems von Kräften bekannt sind und 




diejenigen für ein anderes System, das mit jenem eine Anzahl von Kräften gemeinschaftlich hat, 
construirt werden sollen. In Fig. 23 wurde als Beispiel der Fall behandelt, wo die acht Kräfte 
P,, Pi, Pi P«, welche in den mit denselben Buchstaben versehenen VerticallinieD wirken, und 



24 



IV. AbBchnitt. Zusammeu Setzung von Kraflon, weiche in der oamüclieu Kbene wirken. 



[5 8 



deren Grössen in Fig. 23' mit hl, 12, 2 3.... gegeben siad, zuerst mit einer neunten barizontaleo 
Kraft Ph von der Grösse Oh (Fig. 23*) vereinigt »"urden. Diese Zusammensetzung sei vermittelst 

des Kräftepolygons OL 12 8 und des unter Zugrundelegung des Anfangspunktes als Pol con- 

struirten Seilpoljguns, hier eigentlich der Mittelkraftalinie I II 111 MU IX, vorgenommen worden. 

Man sieht, diese Mittelkraftslinie stimmt überein mit der Mitteldruckslinie eines Gewölbes, bei 

welchem Pi , Pi P. die Gewichte der Lamellen sind, in welche es durch verticale Schnittebenen 

zerlegt wird, und für welches Pj, der Horizontalachub im Scheitel ist. Die Aufgabe ist, diejenige 

Mitteldruckslinie zu constniiren, welche, unter Beibehaltung der Gewichte Pi, Pi Pj, einein 

anderen, der Grösse und Lage nach von jenem verschiedenen Horizoatalschub Ph' entspricht. 

Behält man das aus den Kräften P, , P, P» construiite Kräftepolygon hl 2 3 8 bei, so 

darf man nur den neuen Horizoutalschub Pi, rückwärts von h als hO' auftragen, um in 0' h 1 2 3 .... 8 
das Kräftepolygon des neuen Systems zu erhalten. Zur Coustruction der neuen Mittelkraftslinie 
muss 0' als Pol genommen werden, und es gilt für diese also betreffs ihrer Beziehung zur alten 
der Satz, dass die gleichvielten, den gemeinschaftlichen Kräften zugehörigen Seiten sich io den 
nämlichen Punkten der Geraden schneiden, in welcher die Resultante der ungemeinscbaftlicheik 
Kräfte, die des einen Systems entgegengesetzt genommen, also hier die Resultante der Kräfte P^ 
und — P|,- oder — Pi, und Pf, liegt. Diese Gerade ist also horizontal wie die Kräfte P^ und Pi, 
oder parallel zur Verbindungslinie 0' der Pole. Um einen Punkt von ihr zu erhalten, kann man 
die zu vereinigenden Kräfte P(, und — Pj,' von einem beliebigen Punkte aus in ein Kräftepoly- 
gon OhO' zusammentragen, einen beliebigen Punkt C als Pol nehmen und daraus das Seilpolygon 
B 1 1' B construiren , dessen äusserste Seiten sich in dem gesuchten Punkte B schneiden. Auf der 
durch ihn gelegten Horizontallinie MN müssen sich die gleichvielten Seiten der beiden Mitteldructa- 
linien treffen. Verlängert man also die erste Seite 1 II der ersten Mitteldruckslinie bis zu ihrem 
Durchschnitt a mitMN, so gebt durch diesen Punkt und den Punkt I', wo der Horizontalschub Pj, 
die erste Verticalkraft P, schneidet, die Seite I' II' der neuen Mitteldruckslinie- In unserer Fig. 23 
konnte der Schnittpunkt a nicht mehr erhalten werden. In einem solchen Fall muss eben die 
Seite I' ir direct gezeichnet, d. h. parallel zum Strahl 1 0' im Kräftepolygon gezogen werden. Die 
Seite ir IIP geht dann durch den Durchschnittspunkt b der gleichvielten Seite II III der ursprüng- 
lichen Mittel dm ckslinie mit der Linie MN und durch den Punkt II' hindurch, in welchem die vor- 
hergehende Seite ril' die Kraft Pj getroffen hat, u. s. w. f. für alle folgenden Seiten. In einem Falle, 
wo die beiden Punkte, deren Verbindungslinie die neue Seilpolygonseite ergibt, zu nahe beisammen 
liegen, wie dies z. B. in unserer Figur bei der Seite VI' VH' stattfindet, muss diese Seite eben auch 
direct, d. h, parallel zum entsprechenden Strahl 60' im Kräftepolygon gezogen werden. 

§ 33. Gleichgewichtsbedingangen für Kräfte in einer Ebene. — Damit Kräfte, welche 
in einer Ebene an beliebigen Angriffspunkten wirken , im Gleichgewicht sind , muss die Resultante 
aus allen, mit Ausnahme der letzten, dieser letzten gleich und in derselben geraden Linie ent- 
gegengesetzt sein. In Folge dessen schliesst sich das Kräftepolygon . das aus solchen Kräften 
construirt wird. Ea fallen also der erste, d. h. vom Pol nach dem Anfangspunkte der ersten 
Kraft gehende Strahl und der letzte, nämlich der nach dem Endpunkte der letzten Kraft gehende, 
zusammen. Die zu diesen Strahlen parallelen Seilpolygonaeiten . die vor der ersten Kraft liegende 
und die auf die letzte Kraft folgende, müssen also jedenfalls parallel werden. Aber dies reicht 
allein nicht aus. Denn da die Restiltante aus allen Kräften weniger der letzten mit dieser in 
derselben geraden Linie liegen muss, so muss der Durchschnittspunkt der ersten Seilpolygonseite mit 
derjenigen, welche auf die vorletzte Kraft folgt, der Punkt also, durch den jene Resultante hindurch- 
gehen muss, auf der geraden Linie liegen, welche die letzte Kraft enthält. Durch diesen Punkt, 
als den Durchschnittspunkt der auf die vorletzte Kraft folgenden Polygonseite mit der letzten Kraft, 
muss die nächste, also letzte Polygonseite gehen, und da diese parallel mit der ersten sein mua», 
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Fig, 24 



BO fällt sie mit derselben zusammen. — Die auf die letzte Kraft folgende Polygonseite muss also 
mit der ersten zusammenfallen oder das Seilpolygon muss sich, wie man sagt, auch schtiessen. und 
zwar muss diese Beweisführung für alle Seilpolygone zutreffen, die gezeichnet werden können. Im 
Falle der Mittelkraftslinie muss die auf die vorletzte Kraft folgende Seite, welche die Uesultante der vor- 
ausgehenden Kräfte enthält, mit der letzten Kraft zusammenfallen, jene sieb also gleichfalls achliessen. 

Nimmt man beispielsweise zu den neun Kräften Pi , Pj Po in Fig, 1 Taf. I noch eine 

zehnte, Piu, hinzu, welche der Resultante Pi-b oder 9 jener Kräfte gleich, aber in derselben 
geraden Linie entgegengesetzt ist, im Kräftepolygon also durch 9 der Grösse , Richtung und dem 

Sinne nach dargestellt wird, so schliesat sich das Kräftepolygon 012 8il0, und die auf die 

letzte Kraft P,^ folgende Seilpolj'gonseite XO fällt mit der ersten 1 zusammen; das Seilpolygon 
schliesst sich auch. Aehnliches ergibt sich in Fig. 3 Taf 1 für die Mittelkraftslinie, wenn man den 
acht Kräften Pi bis P, eine neunte von der Grösse und Richtung 8 in der geraden Linie VIII IX 
hinzufügt. 

Damit Kräfte, welche in einer und derselben Ebene an beliebigen Angriffs- 
punkten wirken, im Gleichgewicht sind, muss sich sowohl das Kräfte- als auch 
jedes Seilpolygon, das aus ihnen construirt werden kann, schliesseu. 

Wenn sich das Kräftepolygon nicht schliesst, so haben sämmtliche Kräfte eine Resultante, 
deren Grösse, Richtung und Sinn durch die Verbindungslinie des Anfangspunktes mit dem Endpunkte 
des Polygons dargestellt ist. Ihre Lage ist bekanntlich im Seilpolygon dadurch bestimmt, dass sie 
durch den Schnittpunkt der ersten mit der auf die letzte Kraft folgenden Seilpolygonseite gehen 
muBS. Ein solcher Schnittpunkt wird aber allemal 
erhalten, wenn nicht zuiallig, wie z. B. in Fig. 24, 
der Anfangspunkt 0, der Endpunkt 4 und der 
Pol C des Kräftepotygons in eine gerade Linie 
zu liegen kommen. Dann werden jene Seilpoly- 
gonseiten 1 und IV V parallel. Wie dann die 
Lage der Resultante, deren Grösse, Richtung und 
Sinu immer noch durch IV im Kräftepolygon 
dargestellt wird, zu finden ist, sieht man leicht, 
wenn mau wie in § 24 alle Kräfte P,, P,, P,. P, in 
Gomponenten na^h den Richtungen der Seilpoly- 
gonseiten , die in ihnen sich scbneideu . zerlegt. 
Diese Componenten heben sich alle paarweise auf 
bis auf die in der ersten und letzten Seite wirkenden, 
deren Grösse, Richtung und Sinn durch C bezw, C 4 
vorgestellt sind. Auf diese beiden parallelen Kräfte 
sind also dann die gegebenen zurückgeführt, und es können dieselben auf bekannte Weise in eine 
Resultante vereinigt werden, welche die Uesultante der gegebenen Kräfte ist; zweckmässiger jedoch 
■würde es sein, anstatt des Poles C im Kräftepolygon einen andern, der eine solche specielle Lage 
wie jener nicht mehr hat, anzunehmen, oder diese besondere Lage des Poles von vorn herein zu ver- 
meiden. In dem noch specielleren Falle, wo die beiden Linien Ol und IV V zusammenfallen, 
schliesat sich das Seilpolygon, nicht aber das Kräftepolygon, Der Angriffspunkt der Resultante 
kann dann in jenen zusammenfallenden Linien beliebig angenommen werden. Sie selbst liegt in 
jener Linie und ist der Summe oder Differenz der Strahlen OC und C4 gleich, je nachdem diese 
gleichen oder entgegengesetzten Sinn haben. 

§ 34. Fall, wo bloss das Kräfte- und nicht auch das Seilpolygon sich schliesst. — 
Die Componenten, welche in den zu einander parallelen Seiten Ol und IV V des Seilpolygans in 

fiiuicblng^r. Elem.'Sl.: d,.r ^nphi^cliMi fit.tik. 2. Aufl. 4 
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Fig. 24 wirken, sind dann nicht mehr in eine Resultante zu vereinigen, wenn sie einander gleich 
und entgegengesetzt sind. Das kann aber nur dann stattfinden, wenn der Endpunkt des Kräfle- 
polygons in den Anfangspunkt desselben zu liegen kommt, wenn sich also wie z, B. in Fig. 2.'» 

das Kräftepolygon schliesst. ScLliesst sich dann 
das Seilpolygon nicht auch, in welchem Falle die 
gegebenen Kräfte im Gleichgewicht wären, sondern 
ist die letzte Seite IV V nur parallel mit der 
ersten, so wirken in diesen beiden Linien zwei 
gleiche , parallele und entgegengesetzt gerichtete 
Kräfte, ein Gegenpaar, auf welches die sümmt- 
lichen Kräfte zurückgeführt werden können. Jene 
Kräfte sind an Grösse und Richtung gleich dem 
Strahl im Krüftepolygon, der den zusammenfallen- 
den Anfangs- und Endpunkt desselben mit dem 
Pol verbindet. Ihr Sinn ist durch Zerlegung da 
ersten oder letzten der gegebenen Kräfte leicht 
zu erhalten. Er ist för die in der ersten Sel- 
polygonseite wirkende Kraft der vom Anfangsponlt 
des Kiäftepolygons nach dem Pol desselben ga- 
richtote, für die in der Iftzten Seilpolygonseite der 
entgegengesetzte. 
Wenn folglich das Kräftepolygon gegebener, in einer und derselben Ebene 
gelegener Kräfte sich schliesst. oder wenn im Kräftepolygon solcher Kräfte 
eine Schleife vorkommt der Art, dass der Endpunkt einer Kraft mit dem An- 
fangspunkt einer vorhergehenden zusammenfällt, und das Seilpolygon aus diesen 
Kräften schliesst sieh nicht ebenfalls, sondern die diesen Kräften zugehörigen 
Seilpolygonseiten sind bloss parallel, fallen nicht zusammen, so lassen sich 
jene Kräfte nicht in eine Resultante vereinigen, sondern nur auf ein Gegeu- 
paar zurückführen. Die Kräfte dieses Gegenpaares liegen in den parallelen 
Seilpolygonseiten, ihre Grösse ist gleich dem Strahl im Kräftepolygon, der von 
dem zusammenfallenden Anfangs- und Endpunkt nach dem Pol gezogen wird, 
und ihr Sinn ist durch Zerlegung entweder der ersten oder letzten der in Be- 
tracht kommenden Kräfte nach den in ihnen zusammenstossenden Seilpolygon- 
seiten leicht zu erhalten. 

§ 35. Beziehnngen zirischeii Kräfte- uml Seilpolygon von Kräften bi einer Ebene. — 
Wenn Kräfte in einer Ebene einen gemeinschafthchen Angriffspunkt haben, oder wenn sie sich nur 
sämmtlich in einem und demselben Punkt a (Fig. 26'') der Ebene schneiden, in den dann ihre 
Angriffspunkte verlegt werden können, so muss ihre Resultante durch denselben Punkt hindurch- 
gehen, so dass bloss noch Grösse, Richtung und Sinn derselben zij bestimmen ist; dies geschiebt 
schon durch das aus den Kräften zu zeichnende Kräftepolygon 0123... (Fig. 26') allein; ein 
Seilpolygon ist also fttr solche Kräfte nicht nothwendig. Zeichnet man es doch, wie in Fig. äö'' 
geschehen, für irgend einen Pol C des Kräftepolygons, so muss der Durchschnittspunkt VI der 
äussersten Seilpolygonseiten in der Resultante, also mit dem gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt a 
aller Kräfte in einer zur Schlusslinie des Seilpolygons parallelen Geraden gelegen sein. Man 
erhält auf diese Weise wieder zwei Figuren al und b i Fig. 26, in denen die Seiten bezw. parallel sind, 
nud bei denen jedem geschlossenen Polygon der einen ein Knoten entspricht, in dem sich so viele, 
den Seiten jenes Polygons parallele Gerade schneiden, als das Polygon Seiten hat, und umgekriat 
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Die Figuren sind also reciprok (vgl. § 20). Der hieraus folgende rein geometrisclie Satz ist leiclit 

in Worten auszuspiechen. 

Kommt zu den fünf Kräften in Fig. 26 eine sechste, der Resultante aus jenen gleiche und in 

dersellten geraden Linie entgegengesetzte, P«, hinzu, so sind diese sechs Kräfte im Gleichgewicht; 

ihr Kräfte- sowohl als auch ihr 

Seilpolygon achliesst sich und Fig- 26 

beide, jenes mit den zugehörigen 

Strahlen, dieses mit den Linien, 

in denen die Kräfte liegen, 

und welche bis zu ihrem ge- 
meinschaftlichen Durchschnitts- 
punkt a reichen, sind reciproke 

Figuren, dieselben wie die 

vorhin schon genannten. Um 

dies recht deutlich zu machen, 

haben wir wieder die ent- 
sprechenden Seiten mit gleichen 

Ziffern bezeichnet , welche in 

Fig. a) in Haarstrichen, in 

Fig. b) mit fetter Schrift ge- 
druckt sind. 

Zwischen dem geschlossenen Kräfte- und Seilpolygon von im Gleichgewicht behndlicheu 

Kräften einer Ebene, die sich nicht mehr in einem und demselben Punkte schneiden, finden ähnliche 

Beziehungen statt, wenn man 

nur die auf einander folgenden 

Schnittpunkte a, h, c... der 

Kräfte unter sich, den der 

Kraft P, mit P, (Fig. 27"), der 

Kraft Pi mit P, u. s. w. mit 

heranzieht. Dem Knoten G 

in Fig. 27*, von dem fiinf 

Seiten ausgehen, entspricht das 

Fünfeck I II m IV V in Fig.27''. 

Den Dreiecken CO 1. C12etc. in 

Fig. a) entsprechen die Knoten 

I, II... in Fig. b). den Knoten 

ü, I, 2... in Fig. a) die Drei- 
ecke le V, lall, II bin,... 

Aber die Reciprocität der beiden 

Figuren ist doch nicht mehr 

vollständig; den Ecken a, b, c... in Fig. b), in welchen sich bloss ' 

geschlossenen Polygone in Fig. a) mehr entsprechen. 

Die Reciprocität von Kräfte- und Seilpolygon wird aber wieder vollkommen, wenn man im 

erstereu zwei Pole C und C annimmt und die beiden zugehörigen Seilpolygone Ol 11 III... und 
■ O'I'U'III'... zeichnet, wie in Fig. 4 Taf. II filr 4 Kräfte P, bis P. und ihre Resultante Pi-, ge- 
^B Bcheheu ist. Die Figuren a) und -b) sind vollständig reciprok, wie die Bezifferung deutlich zeigt. 
^B Selbstverst 




I Seiten scheiden , können keine 



Selbstverständlich kann auch hier statt der Resultante die ihr gleiche und in derselben geraden 
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Linie entgegengesetute Kraft Pj hinzugenommen und dadurch das Kräfte- sowohl wie die beiden 
Seilpolygone zu geBcblosseoen gemacht werden. 

Dies bleibt so, man erhält immer wieder reciproke Figuren, wenn man das eine der beiden 
Sralpolygone oder auch alle beide durch die Mittelkraftslinie ersetzt, was geschieht, indem man einen 
oder alle beiden Pole in Ecken des Kräftepolygons legt. So sind die Figureo ö und 6 Taf. II 
gezeichnet, in deren beiden Theilen die eingeschriebene Bezifferung leicht reciproke Figuren 
erkennen lässt. 

Da für Kräfte , welche sich alle in einem und demselben Punkt ihrer Ebene scbneidea , die 
Mittelkraftshnie sich auf diesen Funkt reducirt , so ist Fig. 26 eigentlich nur ein gpecieller Fall 
von Fig. 5 Taf. U. 

§ 36. Zerlegniis einer Kraft in ComponenteD, die mit ihr in einer Ebene liegen. — 
Die Aufgabe, eine gegebene Kraft in zwei oder mehrere Componenten zu zerlegen, welche mit ihr 
in einer Ebene liegen und beliebige Angriffspunkte haben, ist, in dieser Allgemeinheit gestellt, völlig 
unbestimmt. Ist es ja doch schon die, eine Kraft in zwei mit ihr in einer Ebene gelegene Componenten 
zu zerlegen , die an demselben Punkte wie sie angreifen {§ 14). Es können also willkürliche Be- 
stimmungen über die zu erhaltenden Componenten getroffen werden. In den Anwendungen sind 
meistens Bichtung und Lage dieser Componenten, d, h. der geraden Linien gegeben, in denen sie 
wirken. Aber damit kann unter Umständen schon zu viel gethan sein, so dass die Lösung der Auf- 
gabe unmöglich wird. Es ist daher nothwendig, dass wir etwas tiefer auf dieselbe eingehen. 
wobei wir immer voraussetzen werden , dass Richtung und Lage der Componeuten von vorn herein 
gegeben sind. 

1. Soll eine gegebene Kraft in zwei mit ihr in einer Ebene gelegene Componenten zerlegt 
werden, so müssen sich dieselben, d. h. die geraden Linien, in denen sie liegen, in dem nämlichen 
Punkt der gegebenen Resultante schneiden, oder sie müssen beide zu derselben parallel sein, wenn 
die Zerlegung überhaupt möglich sein soll. Denn umgekehrt geht ja die Resultante zweier sich 
schneidender Kräfte stets durch deren Schnittpunkt hindurch; liegt derselbe also nicht in der 
gegebenen Kraft, so kann die Resultante niemals mit ihr zusammenfallen. Ebenso ist die Resultante 
paralleler Kräfte parallel mit ihnen und kann daher nur dann mit der gegebenen Resultante identisch 
werden, wenn jene parallel zu dieser sind. 

Wenn die gesuchten Componenten, deren Richtungen vorgeschrieben sind, sich in einem 
Punkt der Resultante schneiden, so darf man diese nur mit ihrem Angriffspunkt in diesen Schnitt- 
punkt verlegen und dortselbst nach den gegebenen 
Richtungen mittelst des Kräfteparallelogramms 
oder Kräftepolygons in der Art zerlegen, wie es 
schon im § 14 gelehrt wurde. Die Aufgabe ist 
vollständig bestimmt. Das Kräftepolygon kann auch 
seitwärts gezeichnet werden, indem man (Fig. 28*) 
von einem beliebigen Punkt aus die gegebene 
Resultante P, , der Grösse, Richtung und dem Sinne 
nach als 2 aufträgt und durch ihre Endpunkte 
Parallele zu den gegebenen Richtungen Pi , P, der 
Componenten zieht. Die Strecken dieser Parallelen 
zwischen ihrem Schnittpunkte 1 und jenen End- 
punkten 0, 2 der Resultante stellen alsdann, in 
dem Sinne genommen . dass man auf ihnen vom 
Anfangspunkte der Resultante zu ihrem Endpunkte 2 gelangt, die Grösse, Richtung und den Sinn 
der gesuchten Componenten vor. Sie in die gegebenen geraden Linien, in denen sie wirken, 
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wirklich einzutragen ist meist nicht nothwendig. Ebensowenig ist es in der Regel erforderlich, 
Seilpolygon zu zeichnen, das zu jenem KräftepolygoD gehört. Wollte man es doch thun, 
eben im Kräftepolygon ein beliebiger Punkt C als Pol angenommen und die erste Seite Ol des Seil- 
polygons parallel zum ersten Strahl, sonst aber beliebig gezeichnet werden. Die beiden anderen 
Seiten I 11 und II III ergeben sich auf die bekannte Weise. Die erste und letzte müssen sich in 
einem Punkte a auf der Resultante schneiden. Die Mittelkraftslinie, das Seilpolygon für den Anfangs- 
punkt als Pol, wird 111111' und hat eine einzige Ecke, II' oder a, den gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt der beiden Componenten und der Resultante, wenn die erst«, ganz beliebige Seite wie 
[ewöhulich nicht mitgezahlt wird. 

Wenn die Linien Pi und Pj (Fig. 29 und Fig. 30), in denen die gesuchten Componenten liegen 
sollen , parallel zu der zu zerlegenden Kraft P. , sind, so führt die Construction des Kräftepolygons 
(Fig. 29' und 30") allein nicht zum Ziel: denn die beiden Parallelen zu jenen Linien, welche durch 
die Endpunkte der an einer beliebigen Stelle ab- 
getragenen Resultante 2 gezogen werden , fallen 
mit dieser Resultante zusammen ; ihr Durchschnitts- 
punkt wird folglich unbestimmt. Man muss hier 
einen beliebigen Punkt ausserhalb der Resultante 
als Pol annehmen und das Seilpolygon in folgender 
Weise coustruiren. Die erste Seite 1 ist parallel 
zum ersten Strahl OC und ausserdem, ihrer Lage 
nach , beliebig. Ihr Durchschnitt I mit der Linie, 
in der die erste Componente P, liegen soll , gibt 
den ersten Eckpunkt. Durch ihren Durchschnitts- 
punkt o mit der Resultante Pi , geht auch die dritte 
Seite des Seilpolygons. Biese kann also parallel 
zum dritten Strahl 2 C gezeichnet werden und gibt 
in ihrem Durchschnitt mit der Linie Pi den zweiten 
Eckpunkt n des Seilpolygons. Damit ist nun auch 
die zweite Seite I II desselben bestimmt und folglich 
auch der zweite Strahl IC, der, zu ihr parallel, 
durch den Pol C geht und die Resultante 2 in 
seinem Durcbschnittspunkt 1 mit ihr in die gesuchten 
zwei Componenten 1 und I 2 theilt. Der Sinn 
derselben ist wieder so aufzufassen, dass man auf 
ihnen vom Anfangspunkt ü der Resultante über den 
Punkt 1 nach deren Endpunkt 2 gelangen kann. 
Je nachdem also der Theilungspunkt 1 zwischen 
den Endpunkten der Resultante oder ausserhalb 

derselben liegt, sind die Componenten in gleichem oder entgegengesetztem Sinne gerichtet. Das 
erstere findet immer statt, wenn die Linien Fi und Pj, in welche die Componenten zu liegen kommen 
sollen, auf beiden Seiten der Resultante P, j liegen (Fig. 29), das andere, wenn sie sich beide auf 

Ämlichen Seite belinden (Fig, 30). 

2, Bei der Zerlegung einer gegebenen Krai^ in drei Componenten, die mit ihr in einer 
lene gelegen sind, und deren Richtung und Lage gegeben ist, können folgende Unterfalle vor- 
kommen. 

a) Zwei von den drei Componenten schneiden sich in einem und demselben Punkt der zu zerlegenden 
Resultante, durch den die dritte aber nicht hindurchgeht, oder, was dem ganz ähnlich ist, zwei der 
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Compoiienteii siiid parallel zur Resultante, die dritte aber nicht. Dasa die Auflusung in diesem 
I'alle iinmöglicli ist, lässt sii^h leicEit zeigen. Denn gäbe es drei sc4cbe Componenten, so würden die 
beiden ersten mit einander vereinigt eine Mittelkraft ergeben, die entweder durch ihren gemeio' 
ächaftlichen Durchschnittapunkt mit der gegebenen Resultante hindurchgehen oder zu ihneu und 
dieser parallel sein würde. Diese Mittelkraft mit der dritten Componeute von obiger Beschaffenheit 
vereiiiigt würde dann eine Resultante geben, welche gewiss nicht auch durch .jenen gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkt hindurchgehen oder gewiss nicht auch dieselbe Richtung wie die gegebene Resul- 
tante haben würde. Sie könnte also niemalB mit dieser identisch werden, 

b) Die drei Componenten schneiden sidi in einem und dem nämlichen Punkt oder sind parallel 
zu einander. Wenn dabei jener gemeinschaftliche Durchachnittspunkt nicht in der gegebenen Resultante 
liegt, oder wenn die drei Componenten nicht zugleich parallel zu dieser sind, dann ist die Lösung, 
wie schon aus dem ersten Fall ersichtlich, nicht möglich. Liegt aber der gemeinschaftliche Durch- 
schnittspunkt der drei Linien, in welche die Componenten fallen sollen, auf der zu zerlegenden 
Kraft, oder sind alle drei parallel zu dieser, so wird die Aufgabe möglich, aber unbestimmt- Denn 
im ersteren Falle geht das Kräftepolygon in ein Viereck über, von dem eine Seite der Grösse und 
Richtung nach, die drei anderen aber nur der Richtung nach bestimmt sind, das also noch Will- 
kürlichkeiten zulässt. Im zweiten Falle, in welchem man wieder das Seilpolygon zeichnen musB. 
ist zwar die erste und vierte Seite desselben, welche sich in einem Punkte der gegebenen Resultante 
achneiden, bestimmt, nicht aber die zwischenliegende zweite und dritte Seite, also auch nicht ilie 
zu diesen parallelen Strahlen im Krältepolygon. 

c) Die drei geraden Linien, in denen die drei Componenten liegen sollen, schneiden sich in 
drei verschiedenen Punkten, von denen keiner auf der gegebenen Resultante liegt, oder , was dem 
ganz ähnlich ist, zwei der Componenten sind parallel, aber nicht zugleich auch zur Resultante, und 
werden von der dritten geschnitten, welche selbst wieder die Resultante schneiden oder zu ihr 
parallel sein kann. In diesem Falle ist die Auflösung der Aufgabe möglich und hestinimt, d. h. es 
gibt nur eine einzige Lösung. Dies ist leicht zu erweisen: Man vorbinde in den Theilen b) der 
Figuren 7 bis 11 Taf. III, welche die verschiedenen möglichen Fälle vorstellen, den Punkt III, 
in welchem die Resultante P,-i irgend eine von den Componenten, die wir mit P, bezeichnen, 
schneidet, mit dem Durchschnittspunkt II der beiden anderen Pi, Pf Dann kann die Resultante 
in ihrem Schnittpunkt mit jener ersten Componente in ganz bestimmter Weise in zwei Componenten 
zerlegt werden, welche bezw. in den Linien P, und II IFI liegen, und von denen letztere wieder in 
ganz bestimmter Art in zwei, in den Linien P, , P, liegende Componenten zerfällt. Die drei in 
I'i, Pi, Pi liegenden Componenten können also gefunden werden, und zwar erhält man immer die 
nämlichen, in welcher Reihenfolge man auch jene Zerlegungen vornehmen, d. h. von welchem der 
möglicherweise vorhandenen drei D ur ch seh nittsp unkte der Resultante mit den drei Componenten 
man dabei ausgehen und welche von den beiden anderen Componenten man als erste oder zweite 
nehmeo mag. Denn gäbe es in P, und P, noch zwei andere, von jenen verschiedene Componenten, 
so würde deren Resultante, wenn nicht in Grösse und Richtung, doch gewiss in Grösse oder 
Richtung von der in der Linie 11 III liegenden Eraft, die wir vorhin zerlegt haben, verschiedeo 
sein. In keinem Falle könnte sie aber mit der dritten Componente Pi vereinigt die gegebene 
Hraultante Pi-t geben. 

Bei der wirklichen Ausführung der Aufgabe nimmt man jene Zerlegungen wieder besser 
jiltttelst des Kräftepolygons, statt des Parallelogramms der Kräfte, vor. Man trägt zu diesem Be- 
ttfe die Resultante ihrer Grösse, Richtung und ihiem Sinne nach seitwärts als 3 (s. die Theile a) 
' der Figuren 7 bis II Taf. III) ab. Für die erste Zerlegung hat man dann nur durch die End- 
punkte 3 und derselben Parallele 3 2 und 2 bezw, zu den Linien Pj und II III zu ziehen, so 
•iod Ü2 and 2'-i, in diesem Sinne genommen, die Componenten. Die erstere, 2, zerlegt i 
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^ftDo, vorausgesetzt, dass die Linien P, und Ps nicht parallel sind, was man durch passende Aus- 
wahl von P, leicht vermeiden kann, sehr einfach wieder dadurch, dass man durch ihre End- 
Kltunkte und 2 Parallele Ol und 1 2 zu diesen Linien zieht, welche sich in dem Punkte 1 
ichneiden. Ol und 12 sind dann, zusammen mit 2 3, die gesuchten Compontnten. 

Von hesonderem Interesse ist der in den Figuren 10 und 11 Taf. III dargestellte Fall, Hier 
Pirurde die Resultante Pi-:, in eine zu ihr parallele und ihr gleiche Kraft P, bezw. P, und in ein 
EGegenpaar in den parallelen Linien Pj, 1*,. bezw. Pi, Pa zerlegt; denn wie leicht zu sehen, weiden 
Idie Componenten in diesen Parallelliuien stets von gleicher Grösse und entgegengesetztem Sinne. 
BUmgekehrt gibt das Gegenpaar zusammengesetzt mit der Kraft P, bezw. V, die der letzteren gleiche 
■'tuid parallele Resultante P,-u von gleichem Sinne (vgl. § 20). 

Im Grunde hat man bei obiger Construction nichts anderes gethan, als zuerst die Mittelkrafts- 
fBnie IV in II I und aus ihr das Kräftepolygon 12 3 mit dem Pol im Anfangspunkt gezeiuhuet. 
Mitte Ikraftslinie ist hier in der Regel dem allgemeineren Seilpolygon vorzuziehen, weil die 
lonstruction sehr einfach wird. Es steht aber nichts im Wege, die Zerlegung auf etwas allge- 
meinerem, mehr Spielraum lassendem Wege mit Hülfe des Seilpolygous für einen ganz beliebigen 
|?oI im Kräftepolygon vorzunehmen, wenn dies aus ilgend welchen Gründen wünschenswerth sein 
Bsollte. In Fig. 12* und 12'' auf Taf, III ist es für dieselbe Resultante P, -, und für die nämlichen 
Bärei Linien P,, P,, P,, in welchen die drei Componenten liegen sollen, geschehen, wie wir sie schon 
[in Fig. 7 behandelt haben. Nachdem seitwärts die Resultante Pi-i ihrer Grösse, Richtung und 
ihrem Sinne nach als 3 abgetragen war, wurde ein beliebiger Punkt C als Pol des zu zeichnenden 
Kräftepolygons angenommen. Dadurch waren alsdann der erste und letzte Strahl, OC und 3C, in 
diesem bestimmt, und da sich die zu ihnen parallelen ersten um! letzten Seilpolygonseiten in einem 
Punkte der Resultante Pi-,, schneiden müssen, so konnte man jene zeichnen, indem man durch einen 
beliebigen Funkt a der letzteren Linie Ol und III IV bezw. parallel zu den Strahlen OC und 3C 
■ xog. Otfeu bar kann hierbei der Pul C immer so gewühlt werden, dass die beiden eben gezeichneten 
fieilpolygonseiten zwei von den drei gegebenen Linien P, und P, schneiden. Die Schnittpunkte 
Lod natürlich nichts anderes als die Eckpunkte I und III des Seilpotygons. Es fehlt also noch der 
^ckpunlct II, welcher, auf P» liegend, folgende Bedingungen erfüllen muss: Zieht man durch die 
Punkte und 3 des Kräftepolygons Linien parallel zu denen Pi und Pj, so haben diese die Riebtungen 
ersten und dritten Seite im Kräftepulygon. Wenn folglich durch C die Stralilen C 1 und C'J 
parallel mit den zu suchenden Seiten I II und U III des Seilpolygons gelegt und bis zu ihren Durch- 
schnittap unkten 1 und 2 mit jenen Seiten verlängert werden, so muss die Verbindungslinie 12 
dieser Schnittpunkte parallel zur Linie P, werden, auf welcl^r der Punkt II liegt. Dieser ist folg- 
leicht in folgender Weise zu erhalten. Denkt man sich die Kraft P, in zwei Componenten 
■ und Pi- zerlegt, deren Grösse, Richtung und Sinn im Kräftepolygon durch die Strecken 1 a und a2 
largestellt ist, so kann man die eine derselben, Pf, in die Linie Pi fallen lassen; die andere, P,-. 
i aber dann in der Geraden jt/;- liegen, welche durch den Durchschnittspunkt .i von Pi und P.j 
nrallel zu Po gezogen ist. Das Seilpoljgon aus den vier Kräften Pi, Pi', P.-. P, gestaltet sich folglich 
! erste Seite bleibt die schon gezeichnete I; die zweite Seite, zwischen Pi und P,, wird Null, 
1 diese Kräfte in derselben geraden Linie liegen; die dritte Seite, zwischen P,' und Pi-, wird 
llel zum Strahl aC und geht durch den Punkt I; sie kann also gezogen werden, in der Figur 
( mitl;' bezeichnet. Die auf P,- folgende Seilpolygonseite ist aber nun dadurch auch be- 
t. Denn da die Geaaramtresul taute und folglich auch die letzte Seite III IV unverändert 
, so ist die Verbindungslinie des Punktes y mit dem Punkte III jene Polygonseite. Werden 
1 vrieder die Componenten P,' und P,- zur Kraft P» vereinigt, sn müssen sich die beiden Poty- 
[onseiten, von denen die eine der Componente P, vorausgeht, die andere der P,- nachfolgt, auf P, 
meiden. Letztere, die Seite ;'III, gibt folglich, wo nöthig verlängert, bis sie Pi schneidet, den 
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gesuchten Punkt il, uud wenn man die Strahlen C 1 aDdC2 im Kräftepolygoii parallel zu den 
Verbindungslinieu I II und II III zieht, ao schneiden sie aufOa und a 3 die Componenten 1 und 23 
ab, während die Verbiaduiigsliine 1 2 der Schnittpunkte die Componentc P, gibt. 

Von der Richtigkeit dieser Construction kann man sich auch auf rein geometrischem Wege 
leicht ttberzeugün. Denn eigentlich haben wir in den beiden vollätändigen Vierecken Cla2 und 
Ißyll fünf Paar entsprechende Seiten bezw. parallel gemacht; die sechsten 1 2 und iiJl musst«n es 
also von selbst werden. Das Polygon 0123 gibt daher die Grösse und den Sinn der drei gesuchten 
Componenten. 

Zur Durchführung obiger Construction ist der Schnittpunkt a der Seiten 1 und 3 2 des 
Kräftepolygons erforderlich. Wiiren diese beiden Seiten , also die Linien Pi und Pi , parallel zu 
einander, wie es sein kann, da zwei von den drei Componenteu in parallelen Linien liegen dürfen, 
so würde auch der Strahl C a parallel zu ihnen. Die durch den Dui-chschnittspunkt ,^ von Pi mit P: 
und durch den Punkt I bezw. parallel zu P, und zu jenem Strahl gezogenen Linien würden sich also 
nicht schneiden, sondern zusammenfallen, und der Punkt;- würde dadurch unbestimmt werden. 
Man müsste folglich einen anderen Weg zur Aufsuchung des Punktes II einschlagen, und es ist nicht 
schwer, einen solchen zu finden. Aber man wird immer besser thun, einen derartigen AusnahmsfaU 
wo möglich zu vermeiden, und dies kann man hier in der That. Man darf nur die Reihenfolge der 
Componenten so nehmen, dass die erste und dritte sieh schneiden, darf also den Pol C nur so wählen, 
dass die Seilpolygonseiten (i I und III IV, welche durch den beliebigen Punkt a der Resultante parallel 
zu den Strahlen OC und 3C gezogen werden, zwei nicht zu einander parallele von den gegebeneu drei 
Linien, in welche die Componenten fallen sollen, in den Punkten I und III schneiden (s, Fig. 13* 
und 13* Taf. III). Es fallt dann zwar der Scknittpunkt (3 der beiden Linien Pi und P, in unend- 
liche Entfernung und daher auch die zu P, parallele Linie ß y und ihr Schnittpunkt y mit der durch I 
zum Strahl a C parallel gezogenen Geraden ; daraus folgt aber nur , dass die Verbindungslinie j- III 
auch parallel zur Linie I y oder zum Strahl a C ist. Man hat also einfach durch den Punkt III eine 
Parallele zum Strahl aC im Kräftepolygon zu ziehen, um in ihrem Durchschnittspunkt mit der 
Linie P- den Eckpunkt II des Seilpolygons zu erhalten. 

Da die Resultante der parallelen Kräfte P, und P» parallel zu ihnen durch den Schnittpunkt A 
ihrer äusseren Seilpolygonseiten 1 und II III gehen muss, aber auch durch den Punkt f, in welchem 
die gegebene Resultante die Componente Pj schneidet, so kann man die Seite II III und mit ihr den 
Punkt n noch einfacher erhalten. Man darf nur den Punkt Ö , in welchem die durch e parallel zu 
P, und Pt gezogene Gerade die Polygonseite I schneidet, mit dem Eckpunkt III verbinden. In der 
That wurden in den beiden vollständ^en Vierecken a3C0 und £ III ad fünf Paar entsprechende 
Seiten bezw. parallel zu einander gezogen, weshalb es auch die sechsten werden müssen, 

Existii-t freilich der Schnittpunkte nicht mehr, ist also Pj parallel mit der gegebenen Resul- 
tante, was vorkommen kann (Fig. 14 Taf. III). so bleibt nichts übrig, als wie vorhin im Allgemeinen 
die Seite III II parallel mit dem Strahl aC im Kräftepolygon zu ziehen, der hier eben mit dem OC 
zusammenlallt, weil die Seite 3 2 in die 3 zu liegen kommt. Im Uebrigen ist die Auflösung in diesem 
speciellen Fall, wo also zwei der Componenten P, und Pj unter sieb parallel sind und die dritte mit 
der gegebenen Resultante, ganz so durchzuführen M*ie oben. Fig. 14 zeigt, dass die beiden Compo- 
nenten, welche in die zu einander parallelen Geraden P, und P, fallen, nämlich Ü I uud 12, von 
gleicher Grösse sind, aber im entgegengesetzten Sinne wirken, also ein Gegenpaar bilden, und dass 
die dritte Compoaente 2 3 an Grosse , Richtung und Sinn mit der Resultante übereinstimmt. Dies 
folgt schon unmittelbar aus den Betrachtungen im § 26. 

3. Die Aufgabe, eine gegebene Kraft in vier oder mehr Componenten, die alle mit ihr in einer 
Ebene gelegen sind, zu zerlegen, ist, wenn nicht unmöglich, jedenfalls unbestimmt. 
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§ 37. Die Aufgabe , welche im vorigen § behandelt wurde . kaun auch in ariderer Form 
gestellt werden, nämlich : die Kräfte za suchen, welche einer gegebenen Kraft das Gleichgewicht halten, 
oder einem Systeme von Kräften, von dem jene gegebene Kraft Resultante ist. Bezüglich der 
Möglichkeit, Bestimmtheit oder Unmöglichkeit der Auflösung dieser Aufgabe gelten ganz dieselben 
Betrachtungen, wie sie im vorigen Paragraphen angestellt worden sind. Das Resultat der Lösung 
erhält man einfach dadurch, dass man entweder den Sinn der dort als gegeben betrachteten Kraft 
umkehrt, oder den der dort gefundenen Componenteu. Die Coostruetion bleibt genau die gleiche, 
(loch ist es dem Anfanger dringend zu rathen, sie in dieser anderen Form nochmals durchzu- 
machen. 

§ 38. ünfl^ies Gleichgewicht. — Wenn wir bisher von dem Gleichgewicht von Kräften an 
einem Körper sprachen, so dachten wir mm denselben immer ganz frei, so dass er den Wirkungen der 
an ihm thätigen Kräfte ungehindert nach allen Seiten hin folgen könnte, wenn diese nicht im Gleich- 
gewicht wären. Solche Körper kommen aber in den Anwendungen fast nie vor; sie sind beinahe immer 
au einem oder an mehreren Punkten, Fixpunkten, befestigt, oder stütEen sich an einer oder an mehreren 
Stellen, Stützpunkten, gegen die Oberflächen anderer, fester Körper, die selber als unverrückbar. 
nnbewegiich angesehen werden. Natürlich haben die auf solche Körper wirkenden Kräfte andere, 
unter Umständen gar keiue Gleichgewichtshedingungen zu erfüllen; dabei werden sie gewisse Ein- 
i**irkung6n auf jene Fix - und Stützpunkte hervorrufen , welchen diese widerstehen können , und 
denen sie nach dem Princip der gleichen Wirkung und Gegenwirkung gleichgrosse und in 
derselben geraden Linie entgegengesetzte Reactionen entgegenstellen müssen. Jene Gleichgewichts- 
bedingungen und diese Wirkungen auf die Fix- und Stützpunkte, oder die Reactionen dieser, kennen 
zu lernen, wollen wir uns nun zur Aufgabe stellen. Dabei setzen wir hier, wo wir nur von Kräften 
in einer und derselben Ebene sprechen, voraus, dass die Fix- und Stützpunkte in derselben Ebene 
gelegen seien, und dass sich letztere auf festen Curven, den Schnittlinien der Ebene mit den Ober- 
flächen der stützenden Körper, befinden. 

Ist nur ein einziger Fixpunkt vorhanden, um den sich der Körper zwar drehen kann, der 
aber selbst unbeweglich ist, nach allen Seiten hin, so reicht es fllr das Gleichgewicht der auf den 
Körper wirkenden Kräfte offenbar aus, dass die Resultante durch diesen Punkt hindurchgeht. Zieht 
man also die erste Seite des Seilpolygons, deren Lage ja beliebig angenommen werden darf, durch 
den Fixpunkt, so muss auch die letzte durch denselben hindurchgehen; Grösse, Richtung und Sinn 
der Resultante ist gleichgültig, das Kräftepolygon hat also keinerlei Bedingung zu befriedigen. 
Diese Resultante ist dann zugleich die Einwirkung, welche der Fixpunkt erleidet, und eine ihr 
gleiche und in derselben geraden Linie entgegengesetzte Kr^ft die Reaction, die der Fixpunkt aus- 
übt. Unter der Wirkung dieser Reaction und der gegebenen Kräfte befindet sich der Körper im 
freien Gleichgewicht. 

Wenn statt des Fixpnnktes ein Stützpunkt vorhanden ist, so reichen obige Bedingungen 
nicht aus; ein solcher Punkt kann unter der Wirkung der durch ihn hindurchgehenden Resultante 
auf der Curve, gegen welche er sich stützt, abgleiten. Nur wenn die Resultante normal gegen 
jene Curve gerichtet ist. kann das nicht stattfinden. Damit also ein Körper mit einem Stützpunkt 
im Gleichgewicht ist, muss die Schlusslinie des Kräftepolygons aus den auf ihn wirkenden Kräften 
normal zu der Stützcurve sein und solchen Sinn haben, dass sie den Stützpunkt gegen dieselbe 
andrückt; ausserdem muss die letzte Seite des Seilpolygons, dessen erste Seite durch den Stützpunkt 
gelegt wurde, ebenfalls durch denselben hindurchgehen. Die so bestimmte Resultante ist wieder 
die Einwirkung auf den Stützpunkt und eine ihr gleiche und in derselben geraden Linie entgegen- 
gesetzte Kraft dessen Reaction, Letztere hält den Körper, zusammen mit den ursprünglich gegebenen 
Kräften, im freien Gleichgewicht. 

Ir in «nphiKbuD Slstlk. 3. AnO. 5 
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Mit awei Fixpunkten ist der Körper schon ganz fest. Die auf ihn wirkenden Kräfte brauchen 
gar keine Bedingungen zu erfüllen, der Körper bleibt immer unbeweglich, wenn nur die Fixpunktf 
den auf sie ausgeübten Einwirkungen genügend widerstehen. Diese Einwirkungen aber können selber 
nicht mehr bestimmt werden. Man weiss von ihnen nur. dass sie Componenteu der Resultante der 
Kräfte sein müssen, die auf den Körper wirken. Um sie zu erhalten, muss man also jene Resultante 
in zwei Componenten zerlegen, welche durch die beiden gegebenen Fixpunkte hindurchgehen, und 
das iat eine unbestimmte Aufgabe, 

Wenn aber der Körper statt zweier Fixpnnkte zwei Stützpunkte auf zwei StütKlinien hat. 
so müssen die Einwirkungen, welche dieselben zu erleiden haben, normal gegen die StOtzIinieii 
gei-ichtet sein. Von den beiden Componenten. in welche die Resultante der gegebenen Kräfte zer- 
legt werden muss, ist folglich Richtung und Lage, nämlich die der Normalen an die Stützlinien in 
den gegebenen Stützpunkten, vorgeschrieben, sowie auch ihr Sinn. Jene Resultante muss folglich 
durch den Schnittpunkt der beiden Normalen hindurchgehen. Ihre Richtung ist gleichgültig, jedocli 
nur innerhalb gewisser Grenzen; die Componenten, in welche sie nach den Richtungen der Nor- 
malen zerlegt werden kann, müssen solchen Sinn erhalten, dass sie die Stützpunkte gegen die 
Stiitzlinien andrücken. — Damit also Kräfte einen Körper mit Hülfe zweier Stützpunkte im Gleich- 
gewicht halten, muss die letzte Seite des Seilpolygons derselben, dessen erste durch den Schnitt 
punkt der Normalen der Stützlinien, errichtet in den Stützpunkten, geht, ebenfalls durch diesen 
Schnittpunkt gehen. Das Kräftepolygon hat keine Bedingung zu erfüllen; nur muss Richtung und 
Sinn der dadurch bestimmten Resultante derart sein, dass letztere, wenn sie im Schnittpunkt ( 
Normalen wirkend gedacht und nach denselben zerlegt wird, Componenten gibt, welche die StftI 
punkte gegen die Stützlinien andrücken, Diese Componenten sind dann wieder die, hier 
bestimmten Einwirkungen, welche die Stützpunkte zu erleiden haben; die ihnen gleichen und | 
denselben Normalen entgegengesetzten Kräfte sind die Reactionen der Stützpunkte, kurz Äuflaf 
reactionen genannt, welche den Körper mit den auf ihn wirkenden, gegebenen Kräften im früj 
Gleichgewicht halten. 

Wenn die Normalen auf die Stützlinien, in den Stützpunkten errichtet, parallel zu einander s 
so muss die Resultante der gegebenen Kräfte ebenfalls parallel zu ihnen sein ; dagegen ist jetzt ihre 
Lage beliebig. Das Kräftepulygon muss also eine zu den Normalen ])arallele Schlusslinie haben: 
das Seilpolygon unterliegt keiner Bedingung, nur müssen wieder die beiden in den Normalen 
liegenden Componenten, welche man durch Zerlegung jener Resultante erhält, die Stutzpunkte gegen 
die Stützlinien andrücken. 

Ersetzt man einen der Stützpunkte des vorigen Falles durch einen Fixpunkt, hat also der 
Körper einen Fix- und einen Stützpunkt, so darf die durch ersteren gehende Componente jede 
beliebige Richtung haben. Welches also auch die Resultante der gegebenen Kräfte sein mag, man 
kann sie stets an den Schnittpunkt der Normalen zur Stützlinie mit ihr verlegen und doit in zwei 
Componenten zerlegen, von denen die eine in der Normalen liegt, die andere in der Verbindungs- 
linie jenes Schnittpunktes mit dem Fixpunkte. Es hat also weder das Kräfte-, noch das Seilpolygnn 
der gegebenen Kräfte Bedingungen zu erfüllen. Die durch sie gefundene Resultante der gegebenen 
Kräfte kann in ganz bestimmter Weise in zwei Componenten. die Einwirkungen auf den Fix- und 
Stützpunkt, zerlegt wei-deu; dabei muss nur wieder die Einn-irkung auf den Stützpunkt einen 
solchen Sinn haben , dass derselbe gegen die Stützlinie angedrückt wird, — Diese Einwirkungen, 
in denselben geraden Linien entgegengesetzt und von gleicher Grösse genommen, halten zusammen 
mit den gegebenen Kräften den Körper wieder im freien Gleichgewicht, 

Wen» der Körper, auf den gegebene Kräfte einwirken, sich in drei Stützpunkten gegen Auf- 
lager stützt, so müssen die daselbst stattfindenden Einwirkungen die Richtungen der Normalen 
haben und zugleich die Componenten der Resultante der gegebenen Kräfte sein. Die Zerlegung 
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einer Kraft aber iq drei Componentea , die in drei gegebeiien Liaien liegen, ist unter den in § 36 
Nr. 2 angegebenen Umstanden eine mögliche und bestimmte Aufgabe. Wie also auch die Resultante 
der auf den Körper einnirkeudeu Kräfte sein mag, wenn sich nur die drei Normalen iu den Stütz- 
punkten in drei verschiedenen Punkten schneiden, von denen keiner auf der Resultante gelegen ist, 
oder wenn nur für den Fall , daas zwei davon parallel zu einander sind, dieselben nicht zugleich 
zur Rt'sultante parallel laufen und von der dritten Normalen geschnitten werden, so ist die Zerlegung 
der Resultante in drei normal gegen die Stützlinien gerichtete Componenten immer möglich und 
bestimmt; und wenn diese Einwirkungen alle den Sinn haben, dass sie die Stützpunkte gegen tlie 
Auflager andrücken, so befindet sich der Körper immer im Gleichgewicht, ohne dass Kräfte- und 
Seilpulygon der an ihm thätigen Kräfte besondere Bedingungen zu befriedigen hätten. Die iu den 
Normalen wirkenden Auflager-Reactinnen, welche jenen Componenten gleich und entgegengesetzt 
sind, halten den Körper mit den an ihm wirkenden gegebenen Kräften im freien Gleichgewicht; 
sie könnten daher auch direct auf dem im g 37 angegebenen Wege gefunden werden. 

Schon in dem Falle, wo der Körper zwei Fixpunkte hatte, war sein Gleichgewicht unter allen 
Umständen gesichert und die Aufgabe, die Einwirkung auf die Fispunkte zu finden, eine unbe- 
stimmte. Dies bleibt so und findet in erhöhtem Masse statt, wenn in den verschiedenen, oben 
durchgenommenen Fällen die Zahl der Fix- oder Stützpunkte vergrössert wird. Der Körper ist 
dann stets im Gleichgewicht und die Vertheilung der Einwirkungen auf Jene Punkte hängt von rein 
zufalligen, der Rechnung oder Conatruction unzugänglichen Umständen ab. vorausgesetzt, dass 
sowohl der Körper, auf den die Kräfte wirken, als auch diejenigen, auf denen sich die Fix- und 
Stütitpunkte befinden, vollkommen starr, d. h. von unveränderlicher Gestalt sind, was bisher immer 
stillschweigend angenommen wurde. Wenn aber Körper und Auflager nachgiebig, elastisch sind, 
wie das in Wirklichkeit stets der Fall ist, dann werden auch in diesen letzten Fällen die Ein- 
wirkungen auf die Fix- und Stützpunkte wieder vollkommen bestimmt; ihre Auffindung freilich 
erfordert dann Untersuchungen, auf welche hier nicht näher eingegangen werden kann. 

§ 39. Erstes Beispiel: Grapliische Bestimmuug der Anflagerdracke uder Auflager- 
reactionen eines auf zwei Unterstütznngspookten liorizontal und frei aufliegenden 
Balkens. — Ein horizontaler prismatischer Balken liege frei auf zwei Stützpunkten A und B 
(Fig. 15 Taf. IV) und werde von verücal abwärts gerichteten Kräften oder Lasten P,, P,, Pj, P* 
angegriffen, die mit den Stützpunkten in einer und derselben Verticalebene gelegen sind. Die 
Normalen In den Stützpunkten sind hier offenbar ebenfalls verticale, also parallele Linien; die Re- 
sultante der gegebenen Kräfte muss also auch vertical sein, was sie von selbst wird; sie muss 
ausserdem, damit die Einwirkungen an den Stützpunkten den Balken gegen diese andrücken, zwischen 
A und B liegen, eine Bedingung, die in vorliegendem Fall auch von selber erfüllt ist. 

Die gegebenen Kräfte seien in Fig. 15' in das Kräftepolygon 1 2 3 4 zusammengetragen, 
dessen Pol C beliebig gewählt werden kann. Für denselben ist in Fig. lö* das Seilpolygon I H III IV V 
gezeichnet. Durch den Dui'chscbnittspunkt a der äuaseraten Seil polygon seilen I und IV V geht die 
Resultante der vier Kräfte hindurch, deren Grösse, Richtung und Sinn durch die Strecke 4 im 
Kiäftepolygon dargestellt ist. Zerlegt man diese Resultante in zwei Componenten, die in den Verti- 
callinien liegen, welche durch die Stützpunkte A und B hindurchgehen, so sind diese Componenten 
die Einwirkungen, welche der Balken auf die Unterstützungspunkte ausübt. Sie sind leicht zu er- 
balten. Man verbindet die Punkte OundV, iu welchen die äusaersteu Seilpolygonseiten die durch 
A und B gezogenen Verticallinien achneiden, mit einander und zieht durch den Pol des Kräfte- 
polygons eine Parallele zu dieser Verbindungslinie, bis die Kräftelinie in T geschnitten wird. Die 
Abschnitte UT und T4, in welche (Ueser Punkt die Resultante 04 theilt. stellen der Grösse, 
der Richtung und dem Sinne nach die gesuchten Componenten derselben, folglich die Einwirkungen 
auf die Unterstützungspunkte dar. Bringt mau diese Einwirkungen im entgegengesetzten Sinne an 
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dem Balkea ia den Punkten an, wo er die Auflager berUfart, sü stellen sie die Gegenwirkungen 
vor, welche der Balken an den Stützpunkten erfahrt, die sog. Auflagerreactionen, die wir mit A und B 
bezeichnen, und deren Grösse, Richtung und Sinn durch die Abschnitte TO und 4T gegeben ist. 
Der Balken befindet sich dann unter dem Einflusa der sechs Kräfte A, Pi, l\, Pi, P», B im freien 
Gleichgewicht, und in der That schliesst sich sowohl das Kräftepolygon T 1 2 3 4 T, als auch das 
Seilpoljgon I II III IV V aus jenen sechs Kräften. 

Für die Anwendung der Sätze aus der Elasticitäts- und Festigkeitslehre auf den Balken ist 
es von Wichtigkeit, füi- jedes der beiden Stücke A y und y B , in welche irgend ein Querschnitt y den 
Balken theilt, die Resultante der sämmtlichen auf dasselbe einwirkenden Kräfte (einschliesslich 
der Auflagerreactionen) zu finden- Lässt man die Kräfte in der Ordnung A, P,, P,, P,, P,, B 
auf einander folgen, und hat man im Auge, dass V sowohl die der ersten Kraft A vorangehende, 
als auch die der letzten Kraft B nachfolgende Seilpolj-gonseite ist, so ergibt sich sofort, dass die 
ReBultante der auf den links liegenden Thei! Ay des Balkens wirkenden Kräfte, im Falle unserer 
Figur der Kräfte A, Pi, P, und P,. der Grösse, der Richtung und dem Sinne nach durch die 
Strecke T 3 vorgestellt ist und durch den Durchschnittspunkt der äussersten Seilpolygonseiten V 
und III IV hindurchgeht. Wären diese letzteren parallel, so wäre die Strecke T3 Null, weil die 
Linie CT mit dem Struhl C3 zusammengefallen wäre, und die Zusammensetzung der Kräfte 
Ä, P, , Pi, Pj würde ein Gegenpaar ergeben, dessen Kräfte, in V und HI IV liegend, durch die 
beiden zusammenfallenden Strahlen T C und bezw. C 3 der Grösse , Richtung und dem Sinne nach 
dargestellt werden würden. — Die Resultante der auf das rechts gelegene Stück yB wirkenden 
Kräfte Pi und B ist durch die Strecke 3T repräsentirt und geht gleichfalls durch den Durch- 
Bchnittspuukt der äussersten Seilpolygonseiten III IV und V U hindurch; sie ist also der vorigen 
gleich und in derselben geraden Linie entgegengesetzt, wie sich viiu vorn herein schon von selbst 
versteht. — Die grösstcn Werthe füi' jene Resultante erhält man offenbar für die Querschnitte 
über den Auflagerpunkten A und B; diese Werthe sind TO und bezw, T4. 

g 40. Zweites Beispiel: Graphische Bestimmung der Spannaiigen in den Con- 
strDctionstbeilen eines eisernen Dachstuhles (Fachwerkträgers). — Als zweites Beispiel 
für die im gegenwärtigen Abschnitt gelehi-te Zusammensetzung und Zerlegung der Ki-äfte in einer 
Ebene haben wir in Fig. 16 Taf. IV einen Querträger A B g eines eisernen Dachstuhles gewählt, der 
mit seinen in horizontaler Linie liegenden Enden A, B frei auf Stützen liegt. Er ist in Fig. lö' 
nur zur Hälfte gezeichnet, da er um die Mittellinie gh symmetrisch aiißeordnet sein soll. Der 
Träger ist als Fachwerk constiuirt, d. h. er kann aus einzelnen geradlinigen Constructionstheilen 
Aa, Ab, ab etc. bestehend gedacht weiden, die mit ihren Endpunkten so an einander befestigt 
sind, dass nur einfache (ihrer Länge nach wirkende) Zug- oder Druckspannungen in ihnen herTor- 
gerufen werden können, dass sie also nicht auf Biegung beansprucht werden. Die von aussen auf 
den Träger wirkenden Kräfte, sein eigenes Gewicht, das der Bedachung, den Schneedruck etc., 
denken wir uns auf die oberen Knotenpunkte A, a, c, e, g... vertheilt, wo sie die Grössen 
Pi, Pi, Pi... haben mögen. Dann stellen wir uns die Aufgaben: 

1. Jene parallelen, vertical abwärts gerichteten Kräfte in eine Resultante zu vereinigen; 

2. diese Resultante in zwei Componenten zu zerlegen, welche in den durch die Auflager- 
punkte A, B gezogenen Verticaleu liegen und daher tlie Auflagerdrücke repräsentiren ; 

3. die in den einzelnen Constructionstheilen wirkenden Zug- oder Druckspannungen zu finden. 

Behufs Auflösung der ersten Aufgabe bilden wir aus den Kräften P, . Pj das Kräftepoly- 
gon 12 3... in Fig. 16*. Den Pol C desselben nehmen wir, unter Voraussetzung, dass die Kräfte P 
auch ihrer Grösse nach symmetrisch um die Mittellinie g h vertheilt sind, in der Senkrechten 31 C 
an, welche in der Mitte der mittleren Kraft Pa oder 4 5 auf dem Kräftezug 9 errichtet ist. Dann 
ordnet sich auch das Seilpolygon 1 U — symmetrisch um die Mittellinie gh an. Die erst* 
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Seite 1 desselben, welche parallel zum Strahl C ist, lassen wir gleich durch den Sttitzpiitikt A 
gehen; dann gehen auch seine vorletzte und letzte Seite VllI IX und IX X durch den Stützpunkt B. 
Sie sind in Fig. \6^ nicht mehr gezeichnet, aber der Symmetrie wegen leicht in Gedanken zu er- 
gänzen. Man darf sich nur den rechtsseitigen Theil des Trägers um gh auf den linken hei'über- 
geschlagen denken. 

Die Grösse, Richtung und den Sinn der Resultante der Kräfte P. , Pi P« gibt die Strecke 9 

im Kräftepülygon , das ebenfalls in Gedanken leicht ergänzt werden kann. Ihre Lage ist dadurch 
bestimmt, dass sie durch den Durchschnittspunkt der äusseraten Seilpolygonseiten Ol und IX X 
hindurchgehen muss. Dieser liegt natürlich in der Mittellinie gh, in welche also auch die Re- 
sultante fällt. 

Um die Resultante P,-. in zwei zu ihr parallele Componenten zu zerlegen, welche in den 
durch die Stützpunkte A, B gezogenen Verticallinien liegen, verbinden wir die Schnittpunkte der 
äussersten Seilpolygon seiten mit diesen Verticallinien, also die Punkte A, B selbst mit einander. 
Die Verbindungslinie ist horizontal und die zu ihr parallel durch den Pol C gezogene TheilungsUnie 
keine andere als die vorhin senkrecht auf dem Kräftezug errichtete 9(C. 091 und Slö stellen also 
die Auflagerdrücke A, und B, vor. Die ihnen gleichen aber im entgegengesetzten Sinne wirkenden 
Kräfte 510 und 9 91 repräsentiren folglich' die Gegenwirkungen, welche der Träger in den Unter- 
sttltzungs punkten A und B von Seite dieser erfahrt, die sog. Auflagerreactionen P„ und bezw. Po-. 

Denkt man sieb diese Auflagerreactionen an dem Träger angebracht, so befindet sich derselbe 

unter ihrem und dem Einflüsse der Kräfte P,, P, Po im freien Gleichgewicht. In der 

That Bchliesst sich das Kräftepolygon 9t 1 2 3 8 9 ?[ aus ihnen und ebenso das Seilpolygon 

B A I II IX X B. Ea ist nun leicht, das Verfahren anzugeben, durch welches mau zur Kennt- 

Ibs der Spannungen in den einzelnen Constructionstheilen gelangen kann. Denn jenes Gleichgewicht 

ler Kräfte Po, Po', Pi, Pi Po kann nur durch Vermittlung dieser Spannungen zu Stande 

kommen. Denken wir uns also den Träger durch einen irgendwie geführten Schnitt in zwei Theile 
getrennt, so wirken die an dem einen, abgeschnittenen Theil thätigen äussereu Kräfte nur durch 
Vermittlung der Spannungen in den durchschnittenen Constructionstheilen auf den anderen übrig 
bleibenden Theil. Diese Spannungen, als Einwirkungen des abgeschnittenen auf den anderen Theil 
gedacht, sind folglich den an ersterem wirkenden, äusseren Kräften äquivalent, oder die Compo- 
nenten der Resultante aus diesen letzteren Kräften. Da die Spannungen aber bloss Zug- oder 
Druckspannungen sein können, da sie also nur in der Längsrichtung der Constructionstheile, denen 
sie angehören, wirken können, so ist ihre Lage und Richtung vorgeschrieben, und wir stehen also 
wieder an der im § 3G behandelten Aufgabe, eine gegebene Resultante in Componenten zu zerlegen, 
deren Lage und Richtung vorgeschrieben ist. Diese Aufgabe ist eine mögliche und völlig bestimmte 
dann, wenn bloss zwei Constructionstheile durchschnitten siiul, deren Durchschnittspunkt auf der 
Resultante liegt, oder wenn drei Constructionstheile von dem Schnitt getroffen werden und keiner 
der Punkte, in welchen sie sich selbst unter einander schneiden, auf die Resultante fallt, etc. Wenn 
mehr als drei Constructionstheile durchschnitten sind, so ist die Aufgabe unbestimmt, vorausgesetzt, 
dasB nicht die Spannungen in einigen derselben schon anderweitig gefunden werden können, und so 
doch zuletzt nur höchstens drei unbekannte Spannungen übrig bleiben. 

In unserem Beispiel kann ein Schnitt so geführt werden, dass bloss zwei Constnictionstbeüe, 
nämlich Aa und Ab, getroffen werden. Ausserdem kann man auch Schnitte machen, deren jeder 
drei, vier und mehr Constructionstheile zugleich trifft. Doch ist sehr leicht zu sehen, dass sämmt- 
liche Constructionstheile unseres Trägers durchschnitten werden können, ohne dass im Ganzen mehr 
als drei Constructionstheile durch jeden Schnitt getroffen werden. Unsere Aufgabe, die Spannungen 
in den einzelnen Bestandtheilen des Triigers kennen zu lernen, ist daher eine mögliche und völlig 
beatimmte. Sie kann sogar so gelost werden, dass für jeden Schnitt nur zwei unbekannte Spannungen 
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Wenn also eine gegebene Kraft P'' parallel mit sich selbst ohne Aenderung ihrer Grösse, ihrer Richtung 
und ihres Sinnes so verlegt wird, dass sie durch einen gegebenen Punkt A hindurch geht, dann 
hat man zur verschobenen Kraft P ein Gegenpaar hinzuzunehmen, dessen charakteristisches Dreieck als 
Grundlinie die ursprüngliche Ej*afkAP" und als gegenüberliegende Spitze den Punkt A hat. Die 
Drehrichtung des Gegenpaars ist durch den Kreispfeil gegeben, der im Sinne der ursprünglichen 
Kraft in dieses Dreieck gezeichnet wird. 

Es ist leicht einzusehen, von welcher Bedeutung die eben behandelte Zerlegungsart für die 
Zusammensetzung beliebiger Kräfte, in einer Ebene oder im Räume gelegen, werden kann. Es können 
auf diese Weise alle gegebenen Kräfte parallel mit sich selbst verschoben werden, bis sie durch einen 
und denselben Punkt, der dann als ihr gemeinschaftlicher Angriffspunkt angenommen werden kann, 
hindurchgehen. An demselben können sie dann mittelst des Kräftepolygons in jedem Falle zu einer 
Resultante vereinigt werden, wenn sie sich nicht an ihm das Gleichgewicht halten. Freilich bleiben 
dann noch ebenso viele Gegenpaare übrig, als Kräfte gegeben waren. Diese liegen alle in einer 
Ebene, wenn dies bei den gegebenen Kräften auch der Fall war und der gemeinschaftliche An- 
griffspunkt in der Ebene der Kräfte genommen wurde. Sie liegen aber in verschiedenen, sich 
schneidenden Ebenen, wenn die gegebenen Kräfte und der angenommene gemeinschaftliche Angriffs- 
punkt der verschobenen beliebige Lagen im Räume haben. Es bleibt dann noch die Frage zu 
erörtern, ob und wie solche Gegenpaare mit einander vereinigt werden können? Die Beantwortung 
dieser Frage vrird im Verlaufe des nächsten Abschnitts gegeben werden. 
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Von den Drehungsmomenten der Kräfte. 

§ 42. Definition, graphiscbe Bedeuttuig nnil Ansmessniig der Drehungsmomcnte um 

Punkte. — Man nfimt das Prnduct aus einer Kraft iji ihre senkrechte Entfernnng von einem 
Punkte das Drehungsmoment der Kraft um diesen Punkt, den Punkt selbst den Mnmcntenpunkt 
und seine senkrechte Entfernung von der Kraft den Hebelarm derselben. Da die Kräfte in Gewichts- 
einheiten, Entfernungen in Längeneinheiten gemessen werden, so gibt man jenem Producte eine 
Benennung, welche aus denen der Gewichtseinheit und der Längeneinheit zusammengesetzt ist. Flir 
den Fall also, dass die Längeneinheit der Meter und die Gewichtseinheit das Kilogramm ist, erhalten 
die Drehnngsmomente die Bezeichnung Meter-Kilogramm (abgek. mkg). Die Einheit der Momente iat 
also dasjenige Drehungsmoment, welches die Krafteinheit besitzt, die in einer Entfernung gleich der 
Längeneinheit vom Momentenpunkte liegt. 

Wird die Kraft graphisch durch eine begrenzte gerade Linie A, P, (Fig. 31) Fig. 31. 

vorgestellt, so hat auch ihr Drehungsmoment um den Punkt eine graphische 1",, 

Bedeutung: es ist der doppelte Flächeninhalt des Dreieks A, P, 0, dessen Grund- /'-N, 

linie die Kraft und dessen Spitze der Momentenpunkt ist. Dieser Flächen- / IIl^^^^^^ 

Inhalt bleibt ungeändert, wenn die Kraft in der Linie, in welcher sie wirkt, * -' 

beliebig verschoben wird ; das Dreieck A, P, ist an Flächeninhalt gleich \- 
dem A',P',0. 

Wird der Flächeninhalt, der ein Drehungsmoment repräsentivt, einer Zeichnung entnommen, 
welche bezüglich der Längen und Kräfte in einem bestimmten Massstabe hergestellt wurde, und be- 
zeichnet f diesen Flächeninhalt in seiner wirklichen, unmittelbar der Figur entnommenen Grösse, so 
erhält man daraus in folgender Weise das Drehungsmoment, in der oben bezeichneten Einheit aus- 
gedrückt: Seien der Längen- und der Kräftemassstab der Zeichnung der Art, dass die Längeneinheit, 
welche bei der Bezeichnung der Fläche f zu Grunde liegt (z. B. 1 Centimeter, wenn f in Quadrat- 
centimetern ausgedrückt ist), a solcher Längeneinheiten und b solcher Krafteinheiten repräsentirt, 
wie sie bei der Momenteneinheit gebraucht werden (z. B. 1 Centimeter der Zeichnung gleich 2 Meter 
und bezw. gleich 10 Kilogramm in Wirklichkeit, wenn die Momente in Meter-Kilogrammen gemessen 
werden), so repräsentirt die Einheit, in welcher die Fläche f ausgedrückt iat {1 Quadratceutimeter), 
ab Momenteneinheiten (20 Meter -Kilogramm). Die Fläche f selbst also bedeutet abf Momenten- 
einbeiten. 

Aus diesem Falle lassen sich zwei andere ableiten, von denen wenigstens der erste in der 
Praxis sehr häufig vorkommt. Wird der Flächeninhalt, der ein Moment repräsentirt. sofort unter 
Berücksichtigung des Längen massstabes der Figur in der Quadrateinheit ausgedrückt, welche der bei 
der Momenteneinheit zu Grunde gelegten Längeneinheit entspricht (also in Quadratmetern, um bei 
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obigem Beispiel stehen zu bleiben), so ist die Zabl F, durch welche dies geschieht, uuter Beibehaltung 
obiger Bezeichnung gleich a'f, und man erhält folglich aus ihr das Moment, ausgedrückt in Momenten- 



einheiten, als abf = ab- 



abf — ab T 



F. — Wird dagegen derselbe Flächeninhalt unter Zugrunde! egunf; 
so ist F' = b'f und daher das Moment gleicl 
Momenteneinheiten. 



des Kräftemassstabes der Figur als F' ausgedrückt 
F' 

'F 

Beispiel: In Fig. 16 Taf. IV ist, wie im g 4Ü bemerkt, der Längen- und Kräftemassstab 
gewählt, dass 1™ gleich 2"' und bezw. gleich 4000''« ist. Wird daher in dieser Figur ein Moment 
durch eine Flache repräsentii-t, welche in der uatürlichen Grösse der Figur 10 Quadratceiitimeter 
umfasst, so ist jenes Moment gleich 80000 Meter- Kilogramm. Hätte man jene Fläche unter Berück- 
sichtigung des Längenmassstabea der Figur in Quadratmetern ausgedrückt, so hätte man 40 solcher 
Flächeneinheiten dafür erhalten, und dieselben würden — ,'° "X 40 ^ 80000 Meter -KilograDini 
lepräsentirt haben. Im Kräftemassstabe würde man für dieselbe Flache 160000ÜOO gefunden haben, 
und diese Zahl hätte wieder -/-- X 160000000 = 8000ti Meter-Kilogramm für das ausgemessene 
Moment ergeben. 

§ 43. Rednction der Drelmagsiiiomente anf eine gemeinschaftliche Basis. — Für 
ein consequeut durchgeführtes graphisches Verfahren ist es ntfenbar wünschenswerth, die Drehungs- 
momeute von Kräften, welche sich nach vorigem § zunächst als Flächen ergeben, auch als Linien 
aus der betr. Zeichnung abgreifen und sofort auf einem Massstab messen zu können. Dies ist in 
der That leicht zu erreichen. Man darf nur alle Flächen, welche Momente repräsentiren, in Recht- 
ecke verwandeln, die gleiche Grundlinie haben. Ist dann diese Grundlinie, auf dem Längenma^- 
stabe gemessen, gleich 1 solcher Einheiten, wie sie bei der Momenteneinheit zu Grunde gelegt werden, 
dann gibt die Höhe des Rechtecks, auf dem Kräftemassstab abgegriffen, das Moment, vorausgesetzt, 
dass man jede solche Einheit des Kräftemassstabes, welche bei der Momenteneinheit zu Grunde liegt, 
als 1 Momenteneinheiten auffiisat. Wenn aber die gemeinschaftliche Grundlinie der Rechtecke gleich k 
Krafteinhoiten gemacht wird, dann gibt die Höhe, auf dem Längenmassstabe gemessen, das Momeot. 
vorausgesetzt, dass jede Einheit dieses Massstabes k Momenteneinheiten gleichgesetzt wird. 

In beiden Fällen sagt man, die Momente seien auf eine gemeinschaftliche Basis. Momentenb&sis. 
reducirt worden. Es veisteht sich von selbst, dass man dieselbe da, wo es geschehen kann, so an- 
nimmt, dass die Uebertragung vom Kräfte- oder Längen massstab auf die Momenteneinbeit möglichst 
einfach wird. Dies ist der Fall, wenn die Momentenbasis entweder gleich der Längen- oder Kraft- 
einheit, welche der Momenteneinheit zu Grunde liegen, genommen wird, oder einer runden Anzahl 
derselben. Im ersteren Falle gibt die Höhe des betreifenden Rechtecks auf dem Kräfte- bezw. 
Langenmassstabe und ebenfalls in der Einheit gemessen, welche der Momenteneinheit zu Grundi 
liegt, unmittelbar das Moment. Wird in dem Beispiele am Ende des vorigen g (Fig. 16 Taf. IV 
als Mumentenhasis, gemessen auf dem Liingenuiasssfahe (1 ™ ^= 2°), eine Länge von 10" angeaomini 
so repräsentirt auf dem Kräftemassstahe (1™ = 4000*«) je V"' Vd^^^ Momente (also l™ = 40000" 
Würde aber jene Basis auf dem Kräftemassstab gemessen und folglich gleich 20000'« gefnaden, 
würde, auf dem Längenmassstahe abgegriffen, jeder Meter Höhe (also '.t'™) 20000'"*« repräsentii'en. 
Ueberhaupt, misst die Momentenbasis, auf dem Längen- oder Kräftemassstab abgegriffen, a Ein' 
heilen und das auf sie reducirte Moment bezw. auf dem Kräfte- oder Längenmassstab m Einheiten 
so ist das Moment seihst gleich am solcher Einheiten, welche aus obigen beiden zusammenge- 
setzt sind. 

§ 44. Die Reduction der Momente auf eine gemeinschaftliche Momentenbasii 
graphisch sehr leicht zu bewerkstelligen. Wie in § 42 gezeigt, erhält man das Drehungsmomeii 
einer Kraft unmittelbar als Flächeninhalt eines Dreiecks. Man darf also nur 
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von gleichem Flächeninhalte verwandeln, deaaea Grundlinie gleich der Momentenbasis ist; die Hohe 
des neuen Dreiecks, so gemessen wie im vorigen § gezeigt, gibt dann unmittelbar das Moment. 
Jene Verwandlung kann aber in ganz allgemeiner Weise so bewerkstelligt werden : Man durch- 
schneidet in dem zu verwandelnden Dreieck ABC (Fig. 32) von irgend Fig. 39. 
einer Ecke A aus die gegenüberliegende Grundlinie mit einem Radius 
gleich der Momentenbasis in D, zieht AD und parallel dazu durch einen 
der Endpunkte der Grundlinie die Linie BN; die vom anderen End- 
punkte C auf diese letztere Linie gefällte Senkiechte CE ist die Höhe 
des verwandelten Dreiecks, dessen Grundlinie AD ist. In der That 
ist AD X C'E = ADX(CF-I-FE) = 2 A ADC -|- 2 A ADB = 
2AABC. """ 

Die Möglichkeit obiger Cunstruction wird dadurch bedingt, dass der senkrechte Abstand der 
Ecke A von der gegenüberliegenden Grundlinie kleiner ist als die Momentenbasis AD; dies kann 
aber, wenn es nicht der Fall sein sollte, leicht herbeigeführt werden. Man darf nur eine der von A 
ausgehenden Seiten, AB z. B., unter Festhaltung der gegenüberliegenden Ecke C, in der Linie, in 
welcher sie liegt, verschieben ; dadurch wird der Flächeninhalt des Dreiecks ABC nicht geändert, 
der Punkt A kann aber der gegenüberliegenden Seite so nahe gebracht werden, als man will. 

Die Höhe CE kann auch als Projection der Grundlinie BC auf eine zur Geraden AD senkrechte 
Linie aufgefasst werden. Man nennt sie dann kürzer die Antiprojection der Grundlinie BC auf 
die Linie AD. Unter Benützung dieser Bezeichnung kann man die Regel für die Verwandlung eines 
Momentendreiecks auch so aussprechen: Man durchschneidet von einer Ecke desselben 
aus mit einem Radius gleich der Momentenhasis die gegenüberliegende Grund- 
linie und zieht die Verbindungslinie dieser Ecke mit dem erhaltenen Schnittpunkt. 
Die Antiprojection der Grundlinie auf diese Verbindungslinie ist dann die 
Höhe des verwandelten Dreiecks und repräsentirt also das Moment. 

§ 45. Drei Methoden, nm das Drebungsmament eiuer Kraft auf eine gegebene 
Basis zu redaciren. — Wenden wir nun diese Construction auf die Reduction des Drehungs- 
momentes einer Kraft AP (Fig. 33) um den Moraentenpunkt 0, also 
auf die Vei-wandlung des Momentendreiecks APO an. Dann bieten sich 
offenbar zwei Wege dar , die man einschlagen kann ; man nimmt ent- 
weder den Momentenpunkt 0, oder einen der Endpunkte der Kraft AP 
als den Mittelpunkt an. von dem aus man die gegenüberliegende Drei- 
eckaeite mit einem Radius gleich der Momentenbasis durchschneidet. 

1. Bei Verfolgung des ersten Weges muss die Momentenbaais H, mit 
welcher man vom Momentenpuokt aus die gegenüberliegende Grund- 
linie zu durchschneiden hat, grösser genommen werden als die senkrechte 
Entfernung des Momentenpunktes von der Kraft AP. Denn berück- 
sichtigt man die mechanische Bedeutung der Seiten des Dreiecks APO, so darf r 
Linie, in welcher sie liegt, beliebig verschoben werden. Dadurch aber wird der senkrechte Abstand 
des Punktes von ihr nicht geändert. Durchschneidet die Momentenbasis H von aus die Linie, 
in welcher die Kraft liegt, in D, so ist die Antiprojection PE oder h der Krafl AP auf die Ver- 
bindungslinie D das reducirte Moment. Ist also z. B. die Momentenhasis H, auf dem Längen- 
massstah gemessen, gleich der Längeneinheit, so ist h, auf dem Kräftemassstab abgegriffen, das 
Drehungsmoment der Kraft AP um den Punkt 0; ist aber H, auf dem Kräftemassstab gemessen, 
gleich der Krafteinbeit, so gibt h, auf dem Längenmassstab abgegriffen, jenes Moment. 

Daas das Product H X ^ ^^^ Drehungsmoment der Kraft P um den Punkt ist, kann auch 
noch auf andere Weise, bloss mit Zuhülfenahme mechanischer Sätze, leicht bewiesen werden. Denn 
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(lenkt mau Bich diese Kraft mit ihrem Angriffspunkt nacli D verlegt und dort in die zwei Compo- 
neuten AE und EP zerlegt, so geht die erste von diesen, wo nöthig verlängert, durch den Punkt O, 
kann also keine Brehwirkung um denselben ausUheu , ihr Hebelarm ist Null. Alle DrehwirkuQg 
der Kraft P rührt also von der Componente EP = h her. die, in D wirkend, den Hebelana H, 
also das Moment H X ^ ^^^- I" dieser Weise betrachtet, ist also hier die Momentenbasis H eigeotlich 
ein Hebelarm und das reducirte Moment h eine Kraft. 

2. In Verfolgung des zweiten oben angedeuteten Weges durchschneidet man vom Endpunkte I' 
der Kraft AP aus (Fig. 34) die Verbindungslinie AO ihres Angriffspunktes mit dem Momentenpunkt 

mit einem Radius gleich der Momentenbasis H in D. Dies ist immer 
möglich, welche Grösse auch H haben mag; denn durch Verlegung der 
Kraft P in der Linie, in welcher sie liegt, kann deren Endpunkt der 
Linie A so nahe gebracht werden, als man will. Verbindet man jenen 
Durchschnittspunkt D mit P, so ist die Antiprojection A E der Linie AO 
auf diese Verbindungslinie das reducirte Moment h. 

Dies kann wieder leicht mit Hülfe von Sätzen aus der Mechanik 
bewiesen werden. Denn denkt man sich die Kraft AP in die beiden 
Componenten AD und DP zerlegt, so geht die eine, AD, wo nöthig 
verlängert, durch den Momentenpunkt und kann also keine Drehwivkung ausüben. Die Dreh- 
wirkung der Kraft AP reducirt sich folglich auf die ihrer Componente H allein, und diese bat, in A 
wirkend, den Hebelarm AE ^ h, also das Drebungsmoment H X 1* "m dö" Punkt 0. In diesem 
Falle bat also die Momentenbasis H eigentlich die Bedeutung einer Kraft luid das reducirte Mo- 
ment h die eines Hebelarms. 

Vergleicht man dies mit dem Obigen , so siebt man , dass in dem Product aus Kraft mal 
Hebelarm, welches ein Moment ausdrückt, auch bezüglich der Benennung die Factoren mit ein- 
ander verwechselt werden dürfen. 

3. Da bei dem eben kennen gelernten Verfahren die Kraft P in der Linie, in welcber sie 
wirkt, beliebig verlegt werden darf und von der Lage des Angriffspunktes A die Richtungen der 
Componenten AD und DP abhängen, so ist klar, dass hierbei die Momentenbasis II, als Kraft auf- 
gefasst, nicht bloss ihrer Grösse, sondern auch ihrer Richtung nach vorgeschrieben werden kann. 
Denn zerlegt man in einem beliebigen Angriffspunkt die Kraft P in zwei Componenten, von denen 
die eine gleich der Momentenbasis ist, welche der Grosse, der Richtung und dem Sinne nach vor- 
geschrieben wurde, so kann man den Angriffspunkt der Kraft P in der Linie, in welcher siü wollet, 
und mit ihm die beiden Componenten parallel mit sich selbst stets so verschieben, dass die zweite, 
vexlängert, durch den Momentenpunkt hindurchgeht und also keine Drehwirkung um diesen aus- 
übt. Das Drebungsmoment der Kraft P ist dann wieder gleich dem ihrer Componente H, derco 
Hebelarm h die Entfernung des verlegten Angriffspunktes von einer durch den Momentenpunkt ge- 
zogenen Pai'ailelen zu H ist. 

j.-|j, 35 Darauf gründet sich folgendes Verfahren ftlr die Reduction des 

^ ^., Drehungsmomentes einer Kraft P (Fig. 35) um den Pnnkt 0. Mbti trügt 

/\ von dem Angriffspunkt A der Kraft aus die Momentenbasis H der Grösse, 

)(^' \ Richtung und dem Sinne nach als AD ab und zieht die Verbindungs- 

linie DP, welche, in diesem Sinne genommen, die zweite Componente, 
in welche P zerlegt werden kann, der Grösse, der Richtung und dem 
Sinne nach vorstellt. Soll also diese zweite Componente, natürlich i» 
Angriffspunkte von P wirkend, verlängert durch den Momentenpunkt 
geben, so muss dieser Angriffspunkt in der Linie, in welcher die Kraft P wirkt, verschoben werden, 
bis ei- mit dem Punkt A' zusammenfallt, wo die durch den Momentenpunkt gezogene Parall^ 




§§ 46-47] 



V. Abschnitt. Von den Drebungsmomenten der Kräfte. 



45 



zu D P jene Linie trifft. Die Entfernung A' E gleich h dieses Punktes von der durch zu H ge- 
zogenen Parallelen ist folglich das reducirte Moment der Kraft P um den Punkt 0. 

§ 46. Zwei Methoden, nm die Drehongsmomente beliebig vieler Kräfte in einer 
Ebene auf eine gemeinschaftliche Basis zu reduciren. — Es ist sehr leicht zu zeigen, wie 
die im vorigen § kennen gelernten Methoden für die Beduction des Drehungsmomentes einer Kraft 
angewendet werden können, wenn es sich darum handelt, diese Aufgabe für mehrere Kräfte zugleich 
zu lösen, die alle in einer Ebene liegen, in der sich auch der Momentenpunkt befindet. 

1. In Anwendung der ersten Methode wird man um den Momentenpunkt (Fig. 36) mit einem 
Radius gleich der Momentenbasis H einen Kreis beschreiben und die gegebenen Kräfte Pi, Pj, P«..., 
gleichviel nach welcher Seite hin, verlängern, bis sie die Peripherie jenes Kreises in den Punkten 
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Dl, D2, Dg... schneiden. Damit in jedem 
Falle ein solcher Schnittpunkt gefunden wird, 
darf nur die Basis H grösser angenommen 
werden als die grösste vorkommende Ent- 
feinung des Punktes von einer Kraft. Ver- 
bindet man die Schnittpunkte Di , D» , D« . . . 
mit dem Momentenpunkt und construirt 
die Antiprojectionen hl, hj, hs... der Kräfte 
auf diese Verbindungslinien, so sind diese 
Antiprojectionen die auf die gemeinschaft- 
liche Momentenbasis H reducirten Drehungs- 
momente der Kräfte um den Punkt 0. 

2. Die Anwendung der zweiten Methode 
oder vielmehr der Modification derselben 
unter Nr. 3 des vorigen § führt zu folgendem 
Verfahren, die Momente der in einer 
Ebene gelegenen Kräfte Pi , Pj , Ps . . . (Fig. 37) 
in Bezug auf einen Punkt dieser Ebene 
auf eine gemeinschaftliche Momentenbasis H 
zu reduciren. Man trägt von den Angriffs- 
punkten Ai , A2 , As . . . der Kräfte ' die Mo- 
mentenbasis H in beliebiger aber überall 
gleicher Richtung und in demselben Sinne 

als AiDi, AjDj, As Da ab, verbindet die 

Endpunkte Di , D» , Ds . . . mit den End- 
punkten Pi , Pj , Ps . . . der Kräfte und zieht 
durch den Momentenpunkt Parallele zu diesen 
Verbindungslinien, bis sie die Linien, in 
welchen die Kräfte wirken, in A',, A'^, A'3... 
schneiden. Die senkrechten Entfernungen 
hl, hl, hs... dieser Schnittpunkte von der 
durch den Momentenpunkt gezogenen Parallelen zur Basis H sind die reducirten Momente -der 
gegebenen Kräfte um den Punkt 0. 

§ 47. Drehrichtnng, Vorzeichen der Drehnngsmomente. — Wir haben bisher immer 
bloss die absolute Grösse des Drehingsmomentes einer Kraft um einen Punkt im Auge gehabt. 
Die Momente von Kräften aber, die alle in einer Ebene liegen, bezogen auf einen Punkt dieser 



Fig. 37. 




Kfe 



46 



V. Abschnitt. Von den Drehungsmonienten der Klüfte, 



Ebene lassen sieb auch qualitativ von einauder unterscheiden, je nachdem die Kraft nänalich die 
Ebene um den Punkt in dem einen oder im entgegengesetzten Sinne zu drahen sucht. 

Wir werden in der Folge die Drehung einer Ebene, die wir vor uns liegend annehmen, um 
einen Punkt in ihr rechtsseitig nennen, wenn sich die links vom Punkte gelegenen Tbeile ober ihn 
weg nach rechts hioüberbewygen, wenn also die Drehrichtung mit derjenigen des Zeigers einer Dhr 
übereinstimmt; die entgegengesetzte Drehrichtung heisst dann natürlich linksseitig. Man nennt auch 
wohl die eine , gewöhnlich die erstere Drebrichtung , die positive , die andere die negative. Dem 
entsprechend versiebt man da, wo die Drebrichtung berücksichtigt werden soll, die Drehungsmomente 
von Kräften in einer Ebene um einen Punkt dieser Ebene mit dem Voi-zeicben -j- , wenn die betr. 
Kraft die Ebene um den Momentenpunkt rechtsseitig zu drehen sucht; im anderen Fall mit dem 
Zeichen — ■. Dieselben Vorzeichen bebalten dann natürlich auch die reducirten Momente. 

An den in Fig. 36 auf die erste Methode des vorigen § erhaltenen reducirten Momenten hi , hi . . . 
lilsst sich kein unmittelbar in die Augen fallendes Merkmal angeben, durch welches ihr Vorzeichen 

zu bestimmen wäre. Man muss hier immer auf die Drehrichtung der Kräfte Pi, P, selbst oder 

doch auf die der Componenten Ai E, , A^ E, — zurückgehen . welch' letztere man aber dabei stet» 
parallel mit sich selbst in die Schnittpunkte Dg , D, . . . verlegen inuss. So findet man, dass obigra 
Annahmen zufolge die reducirten Momente hg und b. mit dem positiven, die hi und hg mit dem 
negativen Vorzeichen zu versehen sind. Dagegen lässt sich bei Anwetidung der zweiten Methode 
für die Aufsuchung der reducirien Momente von Kräften in einer Ebene , nach welcher Methode 
Fig. 37 gezeichnet wurde, sofort aus der Lage der h erkennen, welches Vorzeichen ihnen zukommt 
Denn da die Momentenbasis H hei jeder Kraft nach derselben Seite hin gekehrt ist und h die 
Hebelarme der Componenten H bedeuten, in welche jede Kraft zerlegt wird, so muss das Drehungs- 
moment positiv oder negativ sein, je nachdem das betr. h auf der einen oder anderen Seite der 
dui-ch den Momentenpunkt zu H gezogenen Parallelen liegt. Unseren obigen Abmachangen ge- 
mäss ist den unterhalb jener Parallelen gelegenen h das Zeichen -(-, den oberhalb gelegenen 
das Zeichen — zu geben. 

§ 48. Drehniigsmoment der Resultante von Kräften in einer Ebene. — Bezaglich 
der Gesammtdreh Wirkung von Kräften in einer Ebene um einen Punkt dieser Ebene existüt «n 
sehr einfacher Satz: Das Drehungsmoraent der Resultante von Kräften in einer 
Ebene um einen Punkt derselben ist gleich der algebraischen Summe der 

Drehungsmomente der Compo- 



Fig. as 




nenten, wobei die Drehungsmomente 
auf die im vorigen g besprochene Wei« 
mit ihren Vorzeichen zu verseben sind. 
Um diesen Satz zu beweisen, nehmen 
wir zunächst zwei Kräfte P, . P,, welche 
in den beliebigen sich schneidenden 
oder parallelen Linien MiXi und UiNt 
(Fig. 3B '') wirken mögen ; B S sei 
die Linie , in welcher ihre Resul- 
tante gelegen ist , der Momentea- 
puukt. Durch denselben ziehen wir 
eine beliebige gerade Linie, welche die 
vorhin genannten bezw. in den Punkten 
A, , A, und 0' schneidet. In erstere Punkte 
verlegen wir die Angriffspunkte der 
Kräfte ?■ , Pi . In dem Kräftepolygoa 012 
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(Fig. 38*) derselben lässt sich der Pol C, wie leicht zu sehen, immer so annehmen, dass sich die 
teiden äussersten Seiten des zugehörigen Seilpolygons I II III (Fig. 38'') im Punkte 0' schneiden 
und die mittlere, III, parallel zu A,A, wird. Dann Bind die Dreiecke OlC und 1C2 in Fig. 38* 
den Dreiecken lAiO' und IlAjO' in Fig. 38'' bezw. ähnlich, woraus die Proportionen folgen: 
Öl:lC = rÄ, :XÖ'. 



Ol : 12 = lA, X O'A» : IIA, X Ä^Ö^ . 
Weil aber die Grundlinien der Dreiecke A.O'I und 0'A,II in einer und derselben geraden 



Linie und ihre Spitze 
Flächeninhalte, also 



in einer Parallelen dazu liegen, so verhalten sich ihre Grundlinien wie ihre 



O'A, :A,0' = AO'A,n: AA.O'l ^HA, X O'B, : lA, XO'B,, 
und O'B, bezw. senkrecht auf MiNi und M,N, gefallt sind. Dieses Resultat in 



wo O'B, 

Proportion substituirt ergibt 

01:12 = IA, X DA, X O'B, : DA, X lA, X O'B- 
oder P, :P, = O'B, : O'B, 

P, X O'B, =P. X O'B'. 
und weil O'Bi und O'B, auch die Hohen der Dreiecke A|P,0' und A,P,0' sind, so sind nach 
letzterer Gleichung deren Flächeninhalte und folglich die Drehungsmomente der Kräfte P, und P, 
um den Punkt Ü' ihrer Resultante, welche durch jene Flächeninhalte repräsentirt werden, einander 
gleich. Diese Drehungsmonieute haben aber wegen der stets entgegengesetzten Drehrichtung der Kräfte 
um den Punkt 0' entgegengesetztes Vorzeichen; ihre Summe ist also Null. Ebenso aber ist das 
Drehungsiuoment der Resultante um jeden Punkt in der geraden Linie, in der sie wirkt. Null. Für 
den speeiellen Fall, wo der Momentenpunkt in der Resultante zweier Kräfte angenommen wird, ist 
somit der Satz . dass die algebraische Summe der Drehungsmomente zweier Kräfte gleich dem 
Drehungsmoment der Resultante ist, erwiesen. 

Für den beliebigen Monientpunkt repräsentiren die doppelten Flächeninhalte der Drei- 
ecke AiP,0 und A,P,0 die Drehungsmomente der Kräfte P, und P,; von denselben ist das erstere 
stets gleich der algebraischen Summe der Dreiecke AiPjO' und O'OPi, das letztere gleich der 
algebraischen Summe der Dreiecke AiP,0' und O'OP,. Unter Berücksichtigung also, dass die durch 
die Dreiecke AiPiO' und A,P,0' reprasentirten Drehungsmomente von gleicher Grösse, aber entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sind, ist die algebraische Summe der Drehungsmomente der Componcnten um 
den Punkt gleich der doppelten algebraischen Summe der Dreiecke O'OPj und O'OP,. Diese können 
durch Ziehen der Parallelen P,P, und P,I', zu AiAjin die gleichgrosaen O'OP, und O'OP^ ver- 
wandelt werden. Die algebraische Summe dieser letzteren Dreiecke ist aber einem Dreieck gleich, 
dessen Grundlinie, in RS gelegen, gleich der algebraischen Summe der Grundlinien O'P', und O'P, ist, 
und dessen Spitze in liegt. Die Grundlinien O'P, und O'P, sind ferner nichts anderes als die in 
der Richtung A.A^ genommenen Projectionen der Componenten auf die Linie RS, in welcher die 
Resultante liegt Die algebraische Summe dieser Projectionen ist gleich der Resultante. Folglich ist die 
algebraische Summe der Dreiecke O'OP, und O'OP, gleich einem Dreiecke, dessen Grundlinie die 
Resultante ist, und dessen Spitze in Hegt, dessen doppelter Flächeninhalt also gleich dem Drehungs- 
moment der Resultante um ist. Und damit ist der obige Satz zunächst filr zwei Kräfte erwiesen. 

Man denke sich endlich die Resultante mehrerer in einer Ebene gelegenen Kräfte so gefunden, 
dass man zuerst zwei derselben in eine Mittelkraft vereinigt, mit dieser dann die dritte u. s, w. f.. 
und wende jedesmal den obigen Momentensatz für zwei Kräfte an, indem man immer den nämlichen 
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Momentenpunkt beibehält, so ergibt sieb sebr einfacb der oben ausgesprochene allgemeine Satz filr 
Kräfte in einer Ebene. 

§49. Drehaugsmoment einea Gegenpaars, Vereinigung von Gegenpaaren in einer 
Ebene unter sich und mit Kräften dei-selben Ebene. — Der im vorigen S erwiesene Sau 

setzt natürlich voraus, dass eine Resultante der gegebenen Kräfte existirt. Es entsteht daher die 
Frage, wie gross die algebraische Summe der Momente zunächst zweier paralleler und entgegengesetzter 
Kräfte sei, die eiu Gegenpaar bilden, oder deren Resultante eine unendlich kleine Kraft in der 
unendlich fernen Geraden der Ebene des Gegenpaars ist? Diese Frage ist sehr leicht zu beantworten. 
Seien Pi und P» (Fig. 39) zwei solche Kräfte und ein beliebiger Momentenpunkt in ihrer Ebene. 



Fig. 39. 




Dann sind A,PiO und A,P,0 die Dreiecke, deren doppelte Flächeninhalte 
den Drehungsmomenten der betr. Kräfte gleich sind. Zieht man die Ver- 
bindungslinie A, P, und durch den Momentenpunkt eine Parallele zu den 
Kräften, bis jene Verbindungslinie in 0' getrolfen wird, so kann anstatt 
des Momentenpunktes sofort der 0' genommen werden, ohne dass die 
Drehungsmomentc der Kräfte sich ändern: die Dreiecke AiPiO' und ä,PjO' 
sind bezw. den Dreiecken A,PiO und A,P,0 gleich. Berücksichtigt man nun, 
" " dass wegen des Parallelismus der Verbindungslinien Pi A, und A|Pi das 

Dreieck AjPtü' dem Dreieck PiP,0' gleich ist. so ergibt sich leicht, dass die algebraische Summe 
der Dreiecke AiPiO' und A,r,0' gleich dem Dreieck A, P, P, ist. Dies gilt, ob jene algebraische 
Summe eine Differenz wird, wie in dem Falle unserer Figur, wo der Momentenpunkt'O and also 
auch der 0' ausserhalb der beiden Kräfte des Gegenpaars liegt, so dass diese entgegengesetzte 
Drehrichtungen um ihn haben — oder ob jene algebraische Summe eine wirkliche ist, wie da, wo 
der Momentenpunkt zwischen den nun in einerlei Richtung um ihn drehenden Kräften des Gegen- 
paars gelegen ist. 

Der doppelte Flächeninhalt des Dreiecks A, Pi P, ist also gleich der algebraischen Summe der 
Drehungsmomente der Kräfte des Gegenpaares oder, wie man kurz sagt, gleich dem Drehungs- 
momente des Gegenpaares und zwar um irgend einen Punkt in der Ebene desselben. Denn 
in der That kommt es, wie obige Beweisführung zeigt, auf die specielle Lage des Punktes gai 
nicht an; das Endresultat für die algebraische Summe der Drehungsmomente ist stets der doppelte 
Flächeninhalt des Dreiecks Ai P, P, «der das Product aus einer der Kräfte des Gegenpaars in ihre 
senkrechte Entfernung von einander oder in den .\rm des Gegeupaars, wo auch der Punkt O liegen 
mag; und ebenso ist die Drehrichtung , in welcher das Gegenpaar die Ebene zu drehen sucht, um 
jeden ihrer Punkte die nämliche. Dies stimmt vollständig üburein mit der Eigenschaft der Gegenpaare, 
die wir in § 18 nachgewiesen haben, dasa sie in ihrer Ebene beliebig verlegt werden dürfen; es 
entspricht auch dem Charakter des Gegenpaars als einer unendlich kleinen Kraft in der in unend- 
licher Entfernung gelegenen Geraden seiner Ebene, gegenüber welcher Entfernung eine Verlegung 
des Momentenpunktes innerhalb endlicher Grenzen natürlich verschwindet 

Aber die Uebeteinstimmung der obigen Resultate mit den Ausführungen im g 18 geht noch 
weiter. Das Dreieck A,P,P,, dessen doppelter Flächeninhalt das Drehungsmoment des Gegenpaars 
repräsentirt, ist gleich jedem Dreieck, dessen Grundlinie die eine Kraft des Gegenpaars ist, und 
dessen Spitze in der anderen liegt. Letztere Dreiecke haben vrir in § 18 als charakteristisch fflr ein 
Gegenpaar erkannt. Dasselbe kann in seiner Ebene beliebig verlegt und verändert werden, wenn 
nur immer der Flächeninhalt des Dreiecks, dessen Grundlinie die eine Kraft ist, und dessen Spitze 
in der anderen liegt, der nämliche bleibt. Wir können jetzt kürzer sagen, dass das Drehungs- 
moment des Gegenpaars bei jener Veränderung und Verlegung gleichgross bleiben muss. 

Es versteht sich wohl von seihst, dass, wenn unter Kräften, welche alle in einer Ebene liegen, 
Gegenpaare vorkommen, die Kräfte derselben entweder einzeln oder als Gegenpaare bei der Her- 
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Stellung der algebraisclieo Summe aller Drehungsmomente genommen Verden können. Diese 
algebraische Summe ist stets gleich dem Drehungamomen t der Resultante, wenn 
eine solche vorhanden, eventuell dem Drehungsmoment des Gegenpaars, in das 
sith die Kräfte vereinigen lassen (§34), oder im Falle des Gleichgewichts Null 
für jeden Momentenpunkt in der Ebene, 

Speciell bei der Zusammensetzung einer Kraft und eines Gegenpaai-s, welche beide in der 
nämlichen Ebene liegen, wird, wie in § 26 gezeigt, die Kraft parallel mit sich selbst um so viel ver- 
schoben, dass die Spitze eines Dreiecks, dessen Grundlinie die gegebene Kraft und dessen Flächen- 
inhalt gleich dem des cbarakteristiscben Dreiecks des Gegenpaars ist, in der verschobenen Kraft 
liegt; und die Richtung der Verschiebung ist dadurch bestimmt, dass ein Gegenpaar, dessen eine 
Kraft die verschobene und dessen andere Kraft gleich und in derselben Linie entgegengesetzt der 
gegebenen ist. dieselbe Drehrichtung hat wie das gegebene. Wir können jetzt kurz so sagen, dass 
bei der Zusammensetzung einer Kraft mit einem Gegenpaar in dei-selben Ebene die Kraft parallel 
mit sich selbst so weit und in solcher Richtung verschoben wird, dass ihr Drehungsmoment um 
irgend einen Punkt der Ebene um das des Gegenpaars algebraisch vergrössert wird. 

Wenn mehrere Gegenpaare von verschiedenen Drebungsmomenten und Drehrichtungen in der- 
selben Ebene liegen, so ist die algebraische Summe ihrer Drehungsmomente ein Drehuiigsmoment, 
welches, gleich wie das der einzelnen Summanden, fllr jeden Punkt der Ebene der Grösse und dem 
Vorzeichen nach das nämliche ist. Es gehört also einem Gegenpaar an, dem Resultanten- 
gegenpaar der gegebenen. In der That überzeugt man sich auch direct leicht, dass das Resultat 
der Vereinigung zweier oder mehrerer Gegenpaai-e in einer Ebene wieder ein Gegenpaar ist; man 
darf nur die Gegenpaare alle so verwandeln, dass sie den nämhchen Ann erhalten, und dann so 
vei'legen, dass ihre Kräfte in die nämlichen zwei, um die Länge jenes Arms von einander entfernten 
parallelen Geraden fallen. Diese Vereinigung der Gegenpaare entspricht ganz derjenigen von Kräften 
(§ 8), die in einer und der nämlichen Geraden, hier in der unendlich fernen Geraden der Ebene 
wirken, in welcher die Gegeupaare liegen; man darf sich nur jede solche Kraft durch das Moment 
des Gegen paar s repräsentirt denken. 

§ 50. Parallele Ver»«chiebung einer Kraft und Benütznng dieses Mittels bei der 
Znsammenäetzung von Kräften in einer Ebene; Gleichgcwiclitsbedingnngen für die- 
selben. — Wenn man eine Kraft parallel mit sich selbst verschiebt, oder wenn man. wie auch oft 
gesagt wird, ihren Angriftspunkt in einen Punkt verlegt, der ausserhalb der geraden Linie Hegt, in 
der sie wirkt, so muss man zu der verschobenen Kraft ein Gegenpaar hinzunehmen, welches dui-ch 
das Dreieck bestimmt ist, dessen Grundlinie die gegebene Kraft ist, und dessen Spitze im neuen 
Angriffspunkt hegt. Der Kreispfeil dieses Dreiecks, dessen Richtung mit jener der gegebenen Kraft 
übereinstimmt, bezeichnet dif Ürehrichtung des Gegenpaars (g 41). Man sagt in diesem Falle wohl 
auch, man habe die gegebene Kraft in die parallel verschobene und in das Gegenpaar zerlegt, dessen 
Drebungsmoment, wie unmittelbar ersichtlich, einfach das der ursprüngliclien Kraft um den neuen 
Angriffspunkt ist. 

Wenn mehi-ere beliebige Kräfte, sämmtlich in einer Ebene gelegen, gegeben sind, so kann 
man dieselben auf obige Weise alle in ein und den nämlichen Angriffspunkt verlegen. Man erhält 
dann in diesem Punkte eben so viele Kräfte, als ursprünglich gegeben waren, welche in Grösse, 
Richtung und Sinn mit diesen gegebenen übereinstimmen , und ausserdem noch eine eben so grosse 
Anzahl von Gegenpaaren, deren Drehungsmomente der Grösse und Richtung nach durch die Dreiecke 
mit ihren Kreispfeilen bestimmt werden, deren Grundhnisn die gegebenen Kräfte sind, deren Spitzen 
in dem Puukte Hegen, und welche offenbar nichts anderes bedeuten als die Drehungsmomente 
der ursprünghch gegebenen Kräfte um diesen Punkt. Jene im Punkte wirkenden Kräfte lassen 
sich durch ein ebenes Kräftepolygon zu einer Resultante R' vereinigen, die gleichfalls in angreift, 
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oder sie sind im Gleichgewicht. Die algebraische Summe der Drehungsmomeate der Gegenpaare 
gibt nach vorigem § das Drehungamoment eines Gegenpaars in derselben Ebene, welches man schliess- 
lich noch mit der Resultante R' vereinigen kann. Dies geschieht auf bekannte Weise dadurch, daas 
man die Kraft R' so weit und nach solcher Richtung hin parallel mit sich selbst verschiebt, diaa 
ihr Drehungsmomeut um irgend einen Punkt der Ebene um das des Gegenpaars algebraisch vvr- 
grössert wird. Die so verschobene Kraft R ist offenbar die Resultante sämmtlicher Kräfte und 
der Weg, welcher zu ihrer Auffindung eingeschlagen wurde, derjenige, welcher zu Ende des vorigen 
Abschnitts angedeutet worden ist. 

Sind die im Angriffspunkte wirkenden Kräfte im Gleichgewicht, also die Resultante R gleicb 
Null, nicht aber die algebraische Summe der Drehungsmomente der Gegenpaare, so erhält man für 
die gegebenen Kräfte bei ihrer Vereinigung ein Resultantengegenpaar, dessen Drehurigs- 
moment gleich jener algebraischen Summe oder, was ganz dasselbe ist, gleich der algebraischen 
Summe der Drehungsmomente der gegebenen Kräfte um den Punkt ist. Wird dagegen die 
algebraische Summe der Drehungsmomente um den Punkt gleich Null, nicht aber die Resultante R'. 
so ist diese sogleich die gesuchte Resultante der Kräfte; sind endlich beide, die Resultante R' und 
die algebraische Summe der Drehungsmomente, Null, so sind die gegebenen Kräfte im Gleich- 
gewicht. 

Die Resultante R' ist die Verbindungslinie des Anfangspunktes mit dem Endpunkte des Polygons. 
das aus den nach verlegten oder auch aus den ursprünglichen Kräften construirt wird. Nach einem 
bekannten geometrischen Satz ist die Projection jener Verbindungslinie auf irgend eine Linie gleich 
der algebraischen Summe der Projectionen der Polygonseiten, also auch gleich der algebraischen 
Summe der Projectionen der gegebenen Kräfte auf dieselbe Linie. Für ein ebenes Polygon ist aber 
jene Verbindungslinie Null, wenn ihre Projectionen auf zwei von einander verschiedenen RichtungeQ 
in seiner Ebene Null sind. Daraus und aus obigen Betrachtungen folgt der Satz: 

Kräfte in einer Ebene sind im Gleichgewicht, wenn die algebraische Sammö 
ihrer Projectionen auf zwei von einander verschiedene Richtungen dieser Ebene 
und die algebraische Summe ihrer Drehungsmomente um irgend einen Punkt 
derselben Ebene Null wird. 

§ 51. Constrnctioii der Drehnngsmumente {gegebener Kräfte in einer Ebene mittelst 
des Seilpolygons derselben. — Wenn aus beliebigen in einer Ebene gelegenen Kräften Pi, P,, P,... 
(Fig. 40) das Kräfte- und das Seilpolygon Ol 2 3... und Ulli III... construirt sind, dann lassen 

sich die Drehungsmomente dieser Kräfte um 
'^' einen beliebigen Punkt in der Ebene nocli 

in einer Weise ausdrucken, deren Benätzucg 
in manchen Fällen und besonders in einem, 
bald näher zu bezeichnenden grosse Vortbdie 
bietet. Zieht man nämlich durch den Punkt 
Parallele OQ,, OQ,, OQ,... zu den Kr.äfteii 
und verlängert für jede der letzteren die ibr 
vorangehende sowohl als die ihr nachfolgenJe 
Se ilpolygon Seite , bis sie die Parallele zur 
Kraft schneiden . dann ist das Product aus 
dem Abschnitt zwischen den hierdurch rr- 
haltenen Schnittpunkten in die senkrechte 
Entfernung des Poles C von derjenigen Seile 
des Kräftepolygons , welche der betreffenden 
Kraft entspricht, gleich dem Drehungsmoment dieser Kraft um den Momentenpunkt 0. 




Y. Abscbuitt. Von den Dr«biiiiKsmomeDten der KrAfu. 



51 



Dies ist sehr leicht zu beveisen. FOr die Kraft P, z. B. ist das Dreieck atm>n im Seilpolygoa 
ähnlich dem Dreieck 1 2 C im Kräftepolygon. Die Grundliniea a« nh und 1 2 dieser Di-eiecke ver- 
halten sich also wie die zugehörigen Höhen. Die Höhe des Dreieck aimill ist aber nichts anderes 
als die senkrechte Entfernung der Kraft ?> vom Momentenpaukt oder ihr Hebelarm 1»; <1ie Hübe 
des Dreiecks 1 2 C ist die senkrechte Entfernniig des Poles C ron der Kräftepoljrgonseite 12; wir 
wollen sie mit H> bezeichnen. Nun folgt aus der Proportion 



die Productengleichung 



a,m, :12 = L,:H, 



in welcher das zweite Product nach der ursprünglichen Definition das Drehuagsmoment der Kraft l'i 
um den Punkt bedeutet ; das erste Product hat folglich die nämUche Be<leutnng. 

Es versteht sich von sellist . dass die eben kennen gelernte Äusdrucksweise fUr das Di-ehungs- 
moment einer einzelnen Kraft sofort auf das der Resultante mehrerer auf einander folgenden Kräfte 
angewendet werden kann. Denn diese ist im Allgemeinen nichts anderes als eine Kraft, welche 
durch den Durchschnittspunkt der den Componenten zugehörigen äussersten Seilpolygonseiten hindurch- 
geht, und deren Grösse, Richtung und Sinn durch die Diagonale repräsentirt ist, welche im Kräfte- 
polygon die den Componenten entsprechenden Seiten unterspannt. Wenn folglich das Drehungs- 
moment einer solchen Resultante P,-, z. B, (,Fig. 40) um einen Punkt gefunden werden soll, so 
darf man nur durch diesen Punkt eine Parallele OQi-i zu ihr. also zur Diagnole '6 ziehen, welche im 
Kräftepolygon die den Componenten entsprechenden Seiten unterspannt, und hierauf die äussersten 
Seilpolygonseiten 1 und III IV verlängern, bis sie jene Parallele schneiden. Das Product aus dem 
dadurch erhaltenen Abschnitt ai-ami-i auf der Parallelen in die senkrechte Entfernung des Poles C 
von der Diagonale 3, welche die Resultante im Kräftepolygon repräsentirt, ist dann das Drehungs- 
moment der Resultante um den Punkt 0, also nach § 4S die algebraische Summe der Drehungs- 
momente der Componenten Pi, P,, Pa um denselben Punkt. 

Dieser Satz ist. wie auf den ersten Blick scheint, nicht mehr anwendbar in dem Falle, wo 
das Kräftepolygon aus den Kräften, um deren Gesammtdrehungsmoment es sich bandelt, geschloBson 
ist. Denn dann wird die Diagonale, welche sie alle unterspannt. Null und ihre Richtung unbestimmt. 
ScMiesst sich das Seilpolygon ebenfalls, fallen also dessen äusserst« Seiten zusammen, so wird der 
zwischen ihnen liegende Abschnitt auf jeder sie schneidenden Linie Null, Solche Kräfte sind aber 
im Gleichgewicht, und die algebraische Summe ihrer Momente verschwindet für jeden Punkt in 
ihrer Ebene. Wenn aber die äussersten Seilpolygonseiten nicht zusammenfallen, sondern nur parallel 
sind, so erhält man einen Abschnitt zwischen denselben auf jeder sie schneidenden Linie. Nun 
geben Kräfte, deren Kräftepolygou sich schliesst, während das Seilpolygoo offen bleibt, ein Gegen- 
paar, dessen Kräfte in den äussersten Seilpolygooseiteu liegen und eine Grösse haben gleich dem 
Strahl vom Pol nach dem Anfangspunkt des Kräftepolygons. Dies berücksichtigt, lässt sich leicht 
zeigen, dass das Drehungsmoment jenes Gegenpaars stets gleich dem Producte wird, dessen einer 
Factor der Abschnitt ist, welchen die parallelen äussei-stea Seilpolygonseiten auf irgend einer sie 
schneidenden Linie machen, und dessen anderer Factor der Abstand des Pols im Kräftepolygon von 
deq'enigen Parallelen zu dieser Linie ist, welche durch den Anfangspunkt des letztgenannten Polygons 
gelegt wird. Wenn man also in dem Falle, wo das Kräftepolygon auf einander folgender Kräfte 
sdch schliesst, der Diagonale, welche sie alle unterspannt, und deren Grösse Null und Richtung 
unbestimmt wird, eine ganz beliebige Richtung gibt, nur nicht gerade die durch den Pol gehende, 
so lässt sich der oben ausgesprochene Satz auch auf diesen Fall anwenden. 

Wir denken uns in die durch den Momentenpunkt (Fig. 40) zu den Kräften P, , P,, l'i... 
gezogenen Parallelen OQ,, OQ,, 0Q„... denselben Sinn gelegt, den die betreffenden Kräfte haben. 
Dies geben wir dadurch zu erkennen, dass wir den Buchstaben Q, veraehen mit entsprechendem 



V. Abschnitt. Von den Drehung: 



der ){rafte. 



11 i 



■f. 



auf diejenige Seite von an jene Paralleleu schreiben, dasa die von nach Q genoromenä 
g jenem Sinne entspricht. — Die Endpunkte des Abschnittes auf jeder solchen Parallelen 
bezeichnen wir mit den Buchstaben a und m, versehen mit dem entsprechenden Index, und zwar 
schreiben vir stota den Buchstaben a an den Schnittpunkt der Parallelen mit der in der natürlicbea 
Ordnung vorhergehenden Seilpolygonseite , den Buchstaben m an den Schnittpunkt mit der nach- 
folgenden und fassen den Sinn des ÄbschTiittes stets in der Richtung von a nach m auf. Dies voraus- 
gesetzt, ergibt sich fUr die Drehrichtung der Kräfte um den Momenten punkt, also für das Vorzeichen 
der Drehungsmomente leicht die folgende Regel: Wenn der Pol C im Kräftepolygon auf der nämlichen 
rechten oder linken Seite zweier oder mehrerer Kräfte in jenem Polygon gelegen ist, wobei diea 
Ki'äfte in dem ihnen eigenthümlichen Sinn aufzufi^sen sind, so ist die Drebrichtung dieser Kräfi< 
den Momentenpunttt die eine oder die andere, je nachdem der Sinn des zugehörigen Abschnittes am 
it dem der Parallelen, in welcher er liegt, übereinstimmt oder nicht. Wenn aber bei zwei KräfteBf 
le mit einander verglichen werden, der Pol C im Kräftepolygon auf verschiedenen Seiten der jeuen 
■äften entsprechenden KrSftepolygonseiten liegt, daun haben beide Kräfte gleiche Drehrichtang, 
inn bei der einen der Sinn des Abschnittes am mit dem der Pai-allelen, auf welcher er lieg^ 
lereinstimmt , bei der anderen nicht; sie haben aber entgegengesetzte Drehrichtungen, i 
üdemal die Sinne der Abschnitte am und der zugehörigen Parallelen übereinstimmen oder entgegen* 
isetzt sind. 

Kürzer lässt sich diese Regel so ausdrücken. Versieht man die Entfernung des Poles C voft 
der einer gewissen Kraft oder Itesultante entsprechenden Kräftepolygon-Seite oder Diagonale mit dett 
Zeichen -\- oder — , je nachdem C auf der einen, z. B. rechten, oder auf der anderen, linken Seite 
jener Polygon-Seite oder Diagonale liegt, und gibt mau dem zugehörigen Abschnitt am daa Zeichen -(- 
oder — , je nachdem sein Sinn mit dem der Parallelen, in welcher er liegt, übereinstimmt oder 
nicht: so gibt das Product jener beiden Grössen das Drehungsmoment nicht bloss der Grösse, sondern 
ich dem Vorzeichen [lach, d. h. die Drehrichtung der betr. Kraft oder Resultante ist die eine 
1er andere, je nachdem das Vorzeichen jenes Products -|- oder — wii-d. 

So hegt in Fig. 40 der Pol C im Kräftepolygon auf einerlei, auf der rechten Seite nämlich, dei 
Seiten 1, 1 2, 2 3 und der Diagonale 3. Daher haben die Kräfte Pi und Pi, bei welchen beiden 
der Sinn der Abschnitte aim, und ajraj mit dem der Parallelen OQi und DQ., in denen sie liegen, 
übereinstimmt, gleiche Drebrichtung; ebenso haben die Kraft P, und die Resultante P,-i, bei welchen 
[den der Sinn der Abschnitte a:,mi und ai-jm,-! entgegengesetzt von dem der Parallelen OQ* und 
Qi-, ist, gleiche Drehrichtung unter sich, aber entgegengesetzt derjenigen der ersten beiden Kralle. 
Da indessen die Drehrichtung einer Kraft oder Resultante um einen Momentenpunkt iu der 
Regel leicht direct angegeben werden kann, so haben obige Regeln für die unmittelbare Anwendung 
keinen grossen Werth. 

§ 52. Constriiction der redacirten Drehungsmouiente gegebener Ki-äfte in eina 
Ebene mittelst des Seilpolygous derselben. — Die Momente von Kräften in einer Ebene und 
deren Resultanten stellen sich, auf die im vorigen § behandelte Weise construirt, wieder als Producta 
zweier Linien, als Flächen dar. Für ein consequentes Verfolgen des graphischen Verfahrens ist es 
also auch hier wieder nothwendig, die Drebungsmomente auf eine gemeinschaftliche Momentenbaais 
zu reduciren. Diese Rcduction würde sich ganz von selbst ergeben, wenn man dem Pol im Kräfte- 
polygon gleiche Entfernung von allen Seiten und Diagonalen desselben gehen könnte. Die Abschnitte 
auf den durch den Momentenpunkt gezogenen Parallelen im Seilpolygon würden dann sofort die 
reducirten Momente sein. Das ist aber nur bei parallelen Kräften möglich, für welche das gaiiM 
Seilpolygon in eine gerade Linie fällt. Für solche Kräfte ist daher das in Rede stehende Ver&hren 
zur Aufsuchung ihrer Drehungsmomente ganz besonders von Vortheil, wie im folgenden § noch mehr 
hervortreten wird. 
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Wenn mao es aber mit beliebigen Kräften iii einer Ebeue zu tbun hat, und es ist aus den- 
alben das Kräfte- und Seilpolygon noch nicht construiit, so kann man den willkürlich aazunelimenden 
Pol im Kräftepolygon leicht so wählen, das3 man das reducirte Moment einer oder der anderen 
Kraft oder Resultante sofort unmittelbar bekommt. Wenii es z. B. bloss darauf ankommt, das 
reducirte Moment der Resultante sämmtlicher Kräfte (also die algebraische Summe ihrer reducirten 
Momente) zu finden, so wird man den Po! im Kräftepolygon in einer Entfernung gleich der Momenten- 
basis von der Diagonale, welche sämmtliche Kräfte unterspannt, sonst aber beliebig annehmen und 
r ihn das Seilpolygon zeichnen. In demselben ist dajm der Abschnitt auf der durch den Momentea- 
lunkt zur Resultante gezogenen Parallelen, welcher von den äuseersten SeilpolygoDseiten gemacht 
^wird, das reducirte Moment der Resultante. 

Ist aber das Kräfte- und Seilpolygon gegebener Kräfte in einer Ebeue schon gezeichnet, so 

£nnen durch ein Verfahren, das mindestens eben so einfach ist als die beiden im § 46 gezeigten, die 

Momente sämmtlicher einzelnen Kräfte sowohl, als auch die von Resultanten einer beliebigen Anzahl 

einander folgender derselben auf eine gemeinschaftliche Momentenbasis reducirt werden. Man 

u-f nur jedesmal für irgend eine solche Kraft oder Resultante einen neuen Pol im Kräftepolygon 

pnehmen, der von der betr. Seite oder Diagonale desselben um die Momentenbasis entfernt ist, und 

■ diesen Pol das neue Seilpolygon oder vielmehr mir den zur Erreichung des vorgesetzten Zweckes 
Bothwendigen Theil desselben zeichnen. Wenn dann jeuer neue Pol immer auf der nämlichen, 

mtweder linken oder rechten Seite der betr. Kraft oder Resultante im Kräftepolygon angenommen 
wild, so gibt der Sinn des Abschnittes auf der durch den Momentenpunkt gezogenen Parallelen, ob 
er mit demjenigen dieser Parallelen tibereinstimmt oder nicht, sogleich die Drehrichtung der betr. 
^.Kraft oder Resultante zu erkennen. 

Wir wollen an einem Beispiel zeigeti. wie dies Verfahren am einfachsten durchzuführen ist. In 

JP^. 17'' Taf. IV seien Pi, P,, Pj. .. gegebene Kräfte, welche in Fig. 17" zum Kräftepolygon 1 23 4. .. 

1 einander getragen sind. C sei ein willkürlicher Pol dieses Polygons, für den in Fig 17'' das Seil- 

»lygon I II III IV V . . . gezeichnet ist, Durch den Momentenpunkt seien die Parallelen OQi, 

DQ», OQs,.., dann OQ,-, zu den Ki-äften und bezw. zur Resultante 4 der vier ersten derselben 

!en. Die Abschnitte a,mi, ajm,, Bsrnj... und ai-jm,-, auf diesen Parallelen multiplicirt mit 

■den Entfernungen des Poles C von den Seiten Ol, 12, 2 3 . , , und bezw, der Diagonale 4 geben 

: Drehungsmomente jeuer Kräfte und der Resultante 4 in Bezug auf den Punkt 0. 

Um diese Drehungsmomente auf eine gemeinschaftliche Momentenbasis zu reducireh, nehmen 

■ für jede der Kräfte P,, P,. P,.. . oder für die Resultante P.-* einen neuen Pol Ci , C, Cj..., C-, 
I Kräftepolygon an , welcher stets auf der nämlichen , linken Seite der betr. Kraft in einer Ent- 
fernung gleich der Momentenbasis von derselben und zwar in den nach dem alten Pol gezogenen 
Anfangsstrahlen OC, IC, 2C,.. und bezw, OC (für die Resultante) liegt, Von den diesen Polen 
zugehörigen Seilpolygonen sind dann für unseren Zweck immer imr die der betr. Kraft vorangebende 
nud nachfolgende Seite, bei der Resultante die äusaerste vorangebende und äusserste nachfolgende 
Seite zu zeichnen. Die vorangehenden Seiten aber kann man zufolge der speciellen oben bezeichneten 
Lage der neuen Pole mit den betr. alten Seilpolygonseiten Ol, I II , II III . . . und bezw. I (für die 
Resaltante) zusammenfallen lassen. Dann hat man durch die Schnittpunkte I, II, III . . , und a dieser 
Seiten mit den betr, Kräften die neuen nachfolgenden Seilpolygonseiten parallel zu den neuen Eud- 
strahlen 1 Ci, 2 Ci, 3Cs.- ,, dann 4 C,-* im Kräftepolygon zu ziehen, bis sie die durch den Momenten- 
punkt gezogenen Parallelen in den Punkten m', , m'i, m'a..., m'i-t schneiden. Die Abschnitte aim'i, 
ftim't, Sim'i..., ai-«ra'i-i auf jenen Parallelen sind dann die reducirten Momente der Kräfte P„ 
Fl, Pj... und der Resultante P.-^ der Grilsse und dem Vorzeichen nach. Dem Vorzeichen nach, 
indem die Abschnitte aim',, asm'r und at— »m',-,, deren Sinn demjenigen der Parallelen, aufweichen 
ate liegen, entgegengesetzt ist, Kräften mit negativer (linksseitiger) Drehrichtung angehören, während 
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die Abschnitte atm'i, &tm', mit gleichem Sinn wie die Parallelen, in denen sie liegen. Kräften 
zugehören, deren Drehrichtuiig um den Punkt positiv (rechtsseitig) ist. 

g 53. Die redacirten Drehaogsmomente paralleler Kräfte in einer Ebene. — Wir 

haben bereits darauf aufmerksam gemacht, ilass das in § 51 kennen gelernte Verfahren zur Aufsuchung 
der Drehungsmomente in einem bestimmteii Falle eine besondere Einfachheit und deshalb Wichtig- 
keit erhält. Dieser Fall tritt ein bei parallelen Kräften in einer Ebene, Für solche fallt das Kräfte- 
polygon mit allen seinen Seiten und Diagonalen in eine gerade Linie, Kräftelinie genannt; der Pol 
hat folglich von allen diesen gleiche Entfernung, Nimmt man also diese Entfernung gleich der 
Momeotenbasia, so erhält man alle Momente auf diese reducirt. Die Abschnitte, welche die hetr, 
Seilpolygonseiten auf den durch den Momentenpunkt zu den Kräften gezogenen Parallelen machen, 
sind sofort die reducirten Momente. Noch mehr: jene Parallelen fallen selbst alle in eine gerade 
Linie zusammen, auf welcher also Bämmtliche Momente abgeschnitten werden, und zwar, wie sehr leicht 
zu sehen, in der Weise, dass der einer folgenden Kraft zugehörige Abschnitt mit seinem Anfangs- 
punkt a unmittelbar an den Endpunkt m des Abschnittes der vorhergehenden Kraft angereiht ist. 
Da hiernach unserer in § 51 gewählten allgemeinen Bezeichnung gemäss an jeden solchen Zwischen- 
punkt zwei Buchstaben , a und m , mit ihren betr. Zeigern zu schreiben wären , so wollen wir 
für den vorliegenden Fall paralleler Kräfte die Bezeichnung etwas ändern. Wir schreiben an den 
Anfangspunkt des Abschnittes für die erste Kraft m„. an den Endpunkt m, , ferner an den Endpunkt 
des sich hieran rcilienden Abschnittes für die zweite Kraft m, u. s. w. f. 

In der durch den Momentenpuidrt zu den Kräften gezogenen Parallelen sind endlich die 
Momentenabschnitte nicht bloss ihrer Grösse und Richtung, sondern auch ihrem Sinne, ihrem Vor- 
zeichen nach an einander gereiht : Abschnitte mit gleichem Sinne gehören Kräften mit gleicher DreL- 
richtung und Abschnitte mit entgegengesetztem Sinne Kräften mit entgegengesetzter Drehrichtuog an, 
ganz ohne Rücksicht auf den Sinn der Kräfte selbst, denen sie angehören und der durch den 
Momentenpunkt zu ihnen gezogenen Parallelen. Dies ist leicht zu beweisen. Denkt man sieb den 
Sinn einer Kraft, ohne ihre Grösse, Richtung und Lage zu ändern, einfach umgekehrt, so wird ihre 
Drehrichtung die entgegengesetzte, ohne dass sich die absolute Grösse ihres Drehangsmomentes 
ändert. Mit dem Sinn der Kraft wird aber zugleich der Sinn der ihr entsprechenden Kräftepolygon- 
seite, mithin die Seite derselben, auf welcher der Pol liegt, ferner der Sinn der durch den Momenten- 
puukt zu dieser Kraft gezogenen Parallelen und endlich der Sinn des Abschnittes, nicht aber dessen 
Grösse geändert. Wegen der letzteren beiden, gleichzeitig stattfindenden Aenderungeu bleibt das 
Vorzeichen des Abschnittes ungeändert, aber das des Momentes kehrt sich um, weil die Seite, auf 
welcher der Pol des Kräftepolygons von der betr. Seite desselben liegt, die entgegengesetzte geworden 
ist. Die Umkebrung des Sinnes des Abschnitts gibt also doch diejenige des Vorzeichens des Drehungs- 
momentes zu erkennen. Wenn man aber, ohne die Grösse, Richtung und den Sinn einer Kraft 211 
ändern, dieselbe einfach von einer Seite des Momentenpuuktes auf die andere legt, so ändert sich 
gleichfalls das Voi'zeichen des ürehungsmomentes desselben, während von allen hier zu beachtendeo, 
oben näher bezeichneten Linien bloss der Sinn des Abschnittes entgegengesetzt wird und dadurch 
eben wieder die Aenderung der Drehi'ichtung zu erkennen gibt. 

Auf der durch den Moraentenpunkt zu den Kräften gezogenen Parallelen werden also die Ab- 
schnitte, welche die reducirten Momente der Kräfte geben, auf graphischem Wege algebraisch zu 
einander addirt, ganz so wie in § 8 die Kräfte, welche in einer und derselben geraden Linie in ver- 
schiedenem Sinne thatig sind. Nach dem allgemeinen Satz in § 48 ist folglich das reducirte Moment 
der Resultante einer Anzahl aufeinander folgenden parallelen Kräfte gleich der Strecke vom Anfangs- 
punkt des betr. Abschnittes der ersten Kraft bis zum Endpunkt des Abschnittes der letzten Kraft, 
und zwar der Grösse und dem Vorzeichen nach. Jene Strecke ist aber nichts anderes als der 
Abschnitt zwischen den äussersten den Kräften zugehörigen Seilpoljgonseiten. Daraus folgt also d«! 
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Satz: Das reducirte Diehungsmoment der Resultante paralleler Kräfte oder das 
Gesammt-DrehungsmoBient derselben um irgend einen Punkt ihrer Ebene ist 
gleich dem Abschnitt zwischen den äussersten Seilpolygonseiten, die diesen 
Kräften zugi;hören, auf einer durch den Momentenpunkt zu den Kräften ge- 
zogenen Parallelen. Dieser Satz behält nach §51 seine Anwendbarkeit auch für den Fall, 
dass das Kräfte polygon sich schli essen soUte. 

Ein Beispiel möge diese Betrachtungen noch klarer machen. In Fig. 41 seien vier parallele, 
lum Theil gleich, zum Theil entgegengesetzt gerichtete, in der Ebene unseres Zeichnungsblattes 

I gelegene Kräfte P,, Pj, P,. P, gegeben. In Fig. 41' ist das Kräftepolygon 1 2 3 4 daraus gezeichnet, 

I das in eine gerade Linie, Kräftelinie, fällt. In 
einer Entfernung gleich der Momentenbasis von 
derselben wurdu der Pol C angenommen und für 
denselben in Fig. 41'' das Seilpolygon 1 11 III IV V 
gezeichnet. Auf der durch den Momentenpunkt 
zu den Kräften gezogenen Parallelen M werden 
sämmtliche reducirte Momente abgeschnitten, näm- 
lich m„m, für die Kraft P,, ra,m, für die Kraft P„ 
noim, für die Kraft P,, mitnt für die Kraft Pi. 
Die beiden nach aufwäi'ts gerichteten Abschnitte 
Uomi und mam, gehören Kräften von der einen 
(linksseitigen oder negativen), die nach abwärts 

I gerichteten Abschnitte m, m,, m,ms dagegen Kräften 
Ton der entgegengesetzten (rechtsseitigen oder 
positiven) Drehlichtung an. Die Abschnitte sind, 
■wie es fUr die graphische Addition nothwendig ist, 
an einander gereiht ; ihre algebraische Summe raum., 
der Abschnitt zwischen den äussersten Polygon- 
seiten 1 und IV V, gibt folglich das Drebungsmo- 
mcntder Resultante der Grösse und dem Vorzeichen 
nach. Die Drehrichtung derselben ist linksseitig. 

§ 54. Beispiel: Horizontaler, anf zwei Uuterstütznnsspunkten frei anfliegender, 
prismatischer Träger (Balken). Als weiteres Beispiel für die vorhergehenden Lehren in Bezug 
auf parallele Kräfte in einer Ebene nehmen wir den schon in § 39 und Fig. lö Taf IV behandelten 

I Balken, der auf zwei, in horizontaler Linie liegenden Stützpunkten A und B frei aufliegt und von 
Tertical abwärts wirkenden Kräften oder Lasten P, , Ps , P^ , P» angegriifen wird. Die durch diese 
Kräfte hervorgebrachten Auflagerdrucke, sowie die Uesultante sämmtlicher Kraft, die auf ein, durch 
einen beliebigen Querschnitt abgetrenntes Stück wirken, haben wir dort gefunden. Für die Anwendung 
der Sätze aus der Elasticitäts- und Festigkeitslehre ist aber ausserdem auch noch das Gesammt- 
drehungsmoment oder die algebraische Summe der Drehungsmomente jener Kräfte von Wichtigkeit. 
Diese Momente, reducirt auf eine Momeutenbasis gleich der senkrechten Entfernung des Pole« C 
HD Kräftepolygon von der Kräftelinie 4 , werden auf der durch den Momentenpunkt gezogenen 
Veiticalen abgeschnitten. Sie sind für die Kräfte A, Pi, P,, Pj, P,. B beziehungsweise durch die 
Abschnitte M„mu, niumi, m, mi, mimn, mam., tOtMo der Grösse und dem Vorzeichen nach vorgestellt. 
Die Kräfte A und P», deren Abschnitte 'M„m„ und m,m, abwärts gerichtet sind, haben rechtsseitge, 
alle anderen linksseitige Drehriehtung, Die algebraische Summe der Drebungsmomente der auf das 
linke StückÄy wirkenden Kräfte ist Mnmj, die der Kräfte, welche auf das rechte Stück yB einwirken, 
gleich miMo, dem vorigen gleich, aber gerade entgegengesetzt, wie ebenfalls wieder von selbst ver- 
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etätidltch, da alle auf den Balken einwirkenden Kräfte im freien Gleichgewicht sind. Moni} oder 
HuM, ist zugleich der ÄbBchnitt, welcher zwischen den äussersteu SeiJpoljgonseiten VO und III IV' 
oder ni IV und V liegt , und da die Schlusslinie V allemal entweder die äusserste erste oder 
äUB3erste letzte Seilpolygonseite ist, welche den auf eines der Stücke Ay oder yB einwirkenden 
Kräften zugehört, so folgt daraus der Satz : 

Vürjeden Querschnitt y des Balkens ist der Abschnitt der durch ihn hindurch- 
gehenden Verticallinie, welcher zwischen der Schlusslinie V und dem Polygon- 
umfang OllinilVV liegt, dasreducirteGesammt-DrehungsmomentBämmtlichar, 
auf der einen oder auf der anderen Seite des Querschnitts gelegenen äusseren 
Kräfte, die an dem Balken thätig sind. Werden diese Kräfte in der Ordnung voa 
links nach rechts gezählt, so ist für die Kräfte links von jenem Querschnitt der 
Abschnitt in der Richtung von der Schlusslinie OV zum Polygonnmfang lu 
nehmen, für die andere Seite des Querschnitts aber in der entgegengesetzten. 
Liegt dabei der Pol des Kräftepolygona, wie in unserer Figur, links von der 
Kriiftelinie 4 der vertical abwärjts gerichteten Kräfte, so gehören Momentenab- 
schnitte mit nach abwärts gerichtetem Sinne Kräften mit positiver oder rechts- 
seitiger Drehrichtung an. 

Daraus folgt noch sehr einfach, das» man fllr denjenigen Querschnitt das absolut grösste 
Gesammt-Dreliungsmoment der links oder rechts von ihm gelegenen äusseren Kräfte erhält, für 
welchen die durch ihn hindurcbgelegte ^'el■ticallinie den Polygonumfang in dem Punkte trifft, wo 
er von einer zur Schlusslinie V parallel gezogenen Geraden berührt wird. In unserer Figur ist 
dies für den Querschnitt y„, der Fall. Man nennt diesen Querschnitt den gefahrlichen, und zwar, 
wie sofort einleuchtet , aus dem Grunde , weil an dieser Stelle das Bestreben der auf den Balken 
einwirkenden Kräfte, ihn abzubrechen, am grössten ist. Für denselben Querschnitt ist. wie aus § 3y 
unmittelbar hervorgeht, die Summe der ausser ihm wirkenden Kräfte Null, vorausgesetzt, dass maji 
die Kraft P., die in ihm selbst wirkt, so auf seine beiden Seiten vertheilt, wie sie durch den Punkt T 
im Kräftepolygon zerlegt wird. Jene Kräfte bilden also, wie schon dort gesagt, ein Gegenpaar, 
dessen Drehungsmoment nun bekannt ist. 

§ 55. AnwendQQg der Drehungsmuinente zur Bestimmung der Spaniinngea in den 
Constructionstheilen eines eiseruen Dachstahles (Fachwerkträgers). — Als drittes Beispiel 
für die Anwendung der in § .i3 gegebenen Sätze über die Drehungsmomente paralleler Kräfte wählen 
wir die Aufgabe, die Spannungen in den Coostructionstheilen eines Fachwerkträgers, und zwar des- 
selben in Fig. 16 Taf. IV gezeichneten, den wir schon in § 40 behandelt haben, zu finden. Dort, in 
§ 40, dachten wir uns die Spannungen in den von einem Querschnitt getroffenen Constructionstheilen 
als Einwirkungen des abgeschnittenen Trägertheils auf dun anderen und fanden sie dann durch Zer- 
legung der Resultante der auf jenen Trägertheil wirkenden äusseren Kräfte in Compouenten , deren 
Richtung und Lage vorgeschrieben war. Jetzt wollen wir jene Spannungen umgekehrt auffassen, als 
Einwirkungen des übrig bleibenden Trägertheils auf den abgeschnittenen; dann müssen sie mit den 
an letzterem thätigen unseren Kräiten im Gleichgewicht sein. Nach dem Satz in g 50 muss folglich 
die algebraische Summe ihrer Drehungsmomente um irgend einen Punkt in der Ebene des Tragers 
gleich und dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sein dem Gesammt-Drehungamomente jener äusseren 
Klüfte um denselben Punkt. Zu den auf den Träger wirkenden äusseren Kräften sind natürlich 
auch die Auflagerreactionen zu rechnen. Man wird deshalb, wie in Fig. 16 Taf. IV bereits geschehen, 

aus den gegebenen vertical abwärts wirkenden Kräften oder Lasten P, , P» Pu das Kräfte- und 

Seilpolygon, soweit es nöthig ist, construiren, die Gesammtresultante jener Kräfte dann in zwei, mit 
ihr parallele, durch die Unterstützungspunkte gehende Componenten, die Auflagerdrucke, zerlegen 
und letztere, entgegengesetzt genommen, als Auflagerreactionen P„ und P, den äusseren Kräften hiuza- 
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fügen , wodurch sich das KrÜftepolygon sowohl , als auch das Seilpolygon achliesat. In letzterem 
kann dann für jeden Momentenpunkt in der hekannteu Weise die algebraische Summe der Drehungs- 
momente einer Anzahl auf einander folgender Kräfte, und zwar reducirt auf die Momentenhasis, sofort 
abgegriffen werden, vorausgesetzt, daas die Entfernung ?I C des Pols im Kräftepolygon von der 
Kräftelinie gleich der Momentetibaais gewählt wurde. 

In Fig. 16* ist diese Entfernung, auf dem dort zu Grunde gelegten Kräftemasastab (0,01"" ^ 
•iOOO''«) gemessen, gleich 20000''«. Misst man folglich die auf diese Basis reducirten Momenten- 
abechnitte auf dem Längenmassstab (0,005"^ l"), so reprüaentirt jeder Meter 20000"''«. Der 
Massatab far die reducirten Momente ist also 0,005 ■" = 20000»^« oder 0,01" = 40 000 "*t (§43)- 

Wie schon in § 40 bemerkt, kann jeder Constructionstheil unseres Trägers durch einen Schnitt 
getroffen werden, der ausser ihn nur noch zwei Constructionstbeile durchschneidet. Wählt man also 
den Durchschnittapunkt von zweien der drei Constructionstbeile', welche durch einen solchen Quer- 
schnitt getroffen werden, als Momentenpunkt, so sind die Drehungsmoraente der Spannungen derselben 
Null, und es bleibt nur noch das Drehungsmoment der Spannung des dritten Constructionstheils, 
von dem vorausgesetzt wird, daas er nicht auch durch jenen Momentenpunkt geht. Dieses Drehungs- 
moment muss folghch dem der äusseren Kräfte, welche auf das abgeschnittene Trägerstück wirken, 
gleich und dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sein. Es ist also bekannt; ebenso der Hebelarm 
der Spannung, welcher es angehört, und deshalb kann letztere durch Division mit diesem Hebelarm 
in jenes Gesammtmoment der äusseren Kräfte der Grösse nach gefunden werden. Ilir Sinn ergibt 
sich aus dem Vorzeichen der Momente. Dies ist, auf vorliegenden Fall angewendet, das Verfahren, 
vde es zuerst Ritter in consequent ausgebildeter Weise zur Bestimmung der Spannungen in einem 
Fachwerksystem angewendet hat. Es ist, wie aus Obigem hervorgeht, in den Fällen, wo ein Schnitt 
bloss drei Constructionstbeile trifft, auch graphisch sehr leicht durchführbar. 

Sei yy in Fig. 16'' Taf. IV ein solcher Schnitt, durch den bloss die drei Constmctionstheile ce, 
de, df getroffen werden, und wählen wir zunächst den Durchschnittapunkt e der beiden ersten als 
Momentenpunkt. Dann repräsentii-t der Abschnitt f IV auf der durch diesen Punkt gezogenen Vertical- 
linie das reducirte Moment der äusseren Kräfte P„, P,, Pt, Pj, welche auf das durch den Schnittyy 
abgetrennte linke Trägerstück wii'ken. Denn BA ist die jenen Kräften vorangehende, III IV die 
ibnen nachfolgende äusaerste Seilpolygonseite. Der Abschnitt f IV misst, auf jenem Momeutenmassstab 
abgegrifi"en, 120000'"''« (3, 00"°). So gross muss folglich das Drehungsmoment der Spannung in df 

'^»™ 2äO0O'.b.,rag,„. 



sein. Da nun deren Hebelarm ef ^: 4,8" ist, 



i sie selbst =: - 

Bei der in Fig. 16* gewählten Lage des Pols im Kräftepolygon sind abwärts gerichtete Momeuteu- 

abschnitte positiv, d. h. die zugehörigen Kräfte haben zusammen eine rechtsseitige Drehrichtung. Das 

durch den Abschnitt f IV repräsentirte Moment ist also positiv, und folghch hat die Spannung in df, 

als Einwirkung des übrig gebliebenen Ti'ägertheila auf den abgeschnittenen aufgefasst, negative Dreb- 

richtung um e. Ihr Sinn muss folglich der durch den kleinen Pfeil in df angezeigte sein, oder sie 

ist eine Zugspannung. 

Nimmt man ebenso den Durchschnittspunkt d der beiden Constructionstbeile de und df als 

Momentenpunkt, so ist dlll = + 97200'°''« das Moment der auf den abgeschnittenen Trägertheil 

wirkenden äus.seren Kräfte Pu, P|, P,, Pj und an Grösse gleich dem Moment der Spannung in ce 

um den Punkt d. Der Hebelarm dieser letzteren ist aber gleich dq ^ 3", folglich ist sie selbst 

17 200 
gleich "— s — := 32400^. Ihre Drehrichtung um d muss negativ, also ihr Sinn der des kleinen 

Pfeils in ce sein; sie ist eine Druckspannung. 

Wählt man endlich den Durchschnittspunkt A der Constmctionstheile ce und df als Momenten- 
punkt, so repräsentirt der Abschnitt A s = + 48 000'"'« das Gesammtdrehungsmoment der äusseren 
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Kräfte Po, Pi, Pi, Pa. Das Drehungsmoment der Spannung in de um den Punkt A muss folglich 
gleich — 48000"^« sein, und da ihr Hebelarm Au = 6,14" ist, so folgt für ihre absolute Grösse 

^ = 7820*«. Ihre Drehrichtung ist negativ, folglich ihr Sinn der durch den kleinen Pfeil in de 

angedeutete; sie ist also Zugspannung. 

In ähnlicher Weise lässt sich dieses Verfahren zur Aufsuchung der Spannungen in allen übrigen 
Constructionstheilen unseres Trägers anwenden. Es ist auch leicht, es fär die Fälle zu modificiren, 
wo nicht mehr alle Constructionstheile durch Schnitte erreicht werden können, die bloss drei solcher 
Theile durchschneiden, wo aber doch die Reihenfolge bei der Bestimmung der Spannungen so gewählt 
werden kann, dass stets nur in dreien der durch einen Schnitt getroffenen Constructionstheile die 
Spannungen unbekannt sind. 



VI. Abschnitt. 



Kräfte im Räume. 



I 56. Drehangsmomente von Kräften ini Kaaiae nni eine sie kreuzende Axe. — 
*Die Definition, welche wir zu Anfang des vorigen AbscUnitts vom Drehungsmomente einer Kraft um 
einen Punkt gegeben haben, braucht nicht auf Kräfte, die alle in einer Ebene liegen, wie wir sie 
im Torigen Abschnitt ausschliesslich behandelten , bescbränkt zu werden. Jede beliebige Kraft 
im Raum sucht die Ebene, welche durch sie und einen beliebigen ausser ihr gelegenen Punkt 
bestimmt ist, um den letzteren ku drehen, und mau uennt das Product aus der Kraft in ihre senk- 
rechte Entfernung vom Drehungapunkt, oder den doppelten Flächeninhalt des Dreiecks, dessen 
Grundlinie die Kraft und dessen Spitze der Drehungspunkt ist, das Drebungsraoment der Kraft um 
den Punkt. Man kann sieb dabei auch voratellen, wie wir das in der Folge immer thun wollen, dasa 
die Drehung der Ebene, insofern sie überhaupt eintritt, um eine Axe erfolge, welche in dem 
>rehungspunkte senkrecht auf ihr steht, die also auch mit der Ki-aft, sie kreuzend, einen rechten 
K^inkel bildet. Aber es ist klar, dass eine Kraft im Raum nicht bloss um eine sie rechtwinklig 
Creuzende Axe eine Drehwirkung auszuüben vermag, sondern um jede, irgend einen Winkel mit 
■ bildende, und dass nur eine solche Kraft, die mit der Drehungsaxe in einer Ebene liegt, sei es, 
i dieselbe schneidet, oder dass sie mit ibr parallel ist, eine Drehung um diese Axe nicht 
rvorbringen kann. 

Es ist leicht, die Drehwirkung einer Kraft, welche eine gegebene Drehungsaxe unter irgend 
inem schiefen Winkel kreuzt, auf die einer Kraft zurückzuflÜiren, welche mit der Drehungsaxe einen 
rechten Winkel bildet, also auf das uns bereits geläufige Drehungsmoment um einen Punkt. Sei 00' 



(Fig. 42) eine gegebene Drehungsaxe und Ai P, eine sie unter 
beliebigem Winkel kreuzende Kraft. Letztere können wir 
mittelst des Kräfteparallelogramms in zwei Componenten zer- 
legen, von denen die eine, AiQi, parallel zui- Drehungsaxe 
während die zweite, A, T,, in der durch A, Q, und die 
^gebene Kraft, bestimmten Ebene liegend, senkrecht auf der 
rsteu Componente und somit auch senkrecht auf der Drehungs- 
s steht. Erstere Componente kann keine Drehwirkung um 
Sie Axe 00' ausüben. Die Drebwii'kung der letzteren um 
dieselbe Axe stimmt aber überein mit derjenigen, welche sie 
I den Punkt 0" dieser Axe ausübt, vorausgesetzt, dass dies 
Durchschnittspunkt einer durch die Componente A, T, 
leukrecht auf die Drehungsaxe 00' gelegten Ebene mit der 



Fig. 42. 
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Drßbungsase ist. Nuu misst der doppelte Flächeninhalt des Dreiecks A,T,0" das Drehnngsmoment 
der Componeute Ä,Ti um jeoen Punkt 0" oder, unserer neuen Auffassung zufolge, um die Axe 00", 
und da die Componente. A.Qi keine Drehwirkung ausüben kann, so sind wir berechtigt, mit jenem 
doppelten Flächenirihalt zugleich das Drehuugsmoinent der Kraft P, um die Ase 00' zu messen. 
Berücksichtigt man noch, dass die Compoiiente A, T, auch als Projection A',P', der Kraft P, auf 
eine zur Drehungsaxe senkrechte Ebene EE aufgefasst werden kann, und dass das Dreiecke A, T, 0" 
gleich dem Dreieck A.P.O' ist, welches jene Projection als Grundlinie und den Durchschnittspunkt 0' 
der Drehungsaxe mit der Ebene E E zur Spitze bat, so folgt hieraus die Definition ; 

Das Drebungsmoment einer beliebigen Kraft im Raum um eine beliebige, sie 
kreuzende Axe ist gleich dem Drebungaraoraent der Projection dieser Kraft auf 
eine zur Drehungsaxe senkrechte Ebene um den Punkt dieser Ebene, in welchem 
sie von der Drehungsaxe geschnitten wird, also gleich dem doppelten Flächen- 
inhalt des Dreiecks, welches jene Projection zur Grundlinie und den Durch- 
Bchnittapunkt zur Spitze hat. In dem Falle, wo die Ki-aft mit der Drehungsaxe in einer 
Ebene liegt, wird entweder ihre Projection auf eine zur Drehungsaxe senkrechte Ebene ein Punkt, 
nämlich dann, wenn die Kraft parallel zur Drehungsaxe ist, oder jene Projection geht durch den 
Durcbscbnittspunkt der Drehungsaxe mit der Prnjectionsebene hindurch. In beiden Fällen wird das 
üben definirte Drehungsmojnent um die Drehungsaxe gleich Null, 

Denkt man sich nun mehrere beliebige Kräfte P,, P,, P,. . . im Raum, welche alle tun die 
Axe 00' zu drehen suchen, so sind ihre Drehungsm'imente alle gleich denen ihrer Projectionea auf 
eine zur Axe senkrechte Ebene um den Durcbscbnittspunkt der Axe mit der ProjectionsebenS. 
Diese letzteren Drehungsmomente summiren sich nach den Sätzen des vorigen Abschnittes einbch 
ihrem Vorzeichen nach zu einander, und die Summe ist gleich dem Drehungsmoment der Itesultftote 
oder des Gegenpaars, welche durch die Vereinigung der Projectionen der Kräfte in der Projectioas- 
ebene erbalten werden. Diese Summe kann folglich auf einem der im vorigen Abschnitt angegebenen 
Wege durch Construction gefunden werden. Sie drückt offenbar das Geeammtdrehiingsmöment der 
gegebenen Kräfte im Raum um die gegebene Drehungsaxe aus. 

§ 57. Momeutenaxen von Kräften, Resultantenaxc, Axenpulygon. — Das Dreieck A', P'iO' 
(Fig. 42), des&en doppelter Flächeninhalt gleich dem nrobuiigsmoinent der Kraft P, im Raum dd 
die Axe 00' ist, kann auch als Projection des Dreiecks A|P|0 aufgefasst werden, das die KraflPi 
zur Grundlinie und einen beliebigen Punkt in der Drehungsaxe als Spitze hat. Dieses letztere 
Dreieck repräsentirt aber mit seinem doppelten Flächeninhalt das Drehungsmoment der Kraft P, um 
den Punkt oder um die Axe OJI, welche in dem Punkte auf der Ebene AiP,0 senkrecht sieht. 
Man erhält folglich aus dem durch ein Dreieck repräsentirten Drehungsmoment einer Kraft um einen 
beliebigen Punkt dasjenige derselben Kiaft um irgend eine durch diesen Punkt gelegte Axe, wenn 
man ersteres auf eine Ebene, welche senkrecht zu letzterer Axe steht, projicirt. 

Nun erleichtern wir uns die graphischen Operationen mit den Momenten bekanntlich wesentlich 
da<lurcb, dass wir sie in Linien ausdiückeu, indem wir sie auf eine gemeinschaftliche Momentenbasi» 
reduciren. Dieses reducirte Moment denken wir uns jetzt in dem Fall, wo es sich um das Drehnngs- 
moment einer Kraft Ai P, um einen Punkt handelt, von letzterem Putdcte aus auf die Senkrechte 
aufgetragen, welche in ihm auf der Drebungsebene Ai Pi errichtet werden kann ; und um zugleich 
dem Vorzeichen der Momente, also der Drehricbtung, Rechnung zu tragen, kommen wir überein, 
jene Senkrechte stets nach der Seite der Drebungsebene hin zu errichten, von welcher aus gesehen 
die Drehrichtung der Kraft als positiv, also als übereinstimmend mit der des Zeigers einer Uhr 
erscheint. In Uebereinstimmung damit und mit der oben gegebenen Definition tragen wir das 
reducirte Drebungsmoment einer Kraft um eine beliebige Axe auf diese letztere in solchem ! 
auf, dass, in entgegengesetzter Richtung auf eine zur Axe senkrechte Ebene hin gesehen, t 



solchem Sinne 
1, die Drebnag j 
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dieser um die Axe rechtsseitig wie vorhin erscheiut. Diese auf die Dreliurigsaxen aufgeti'agenen 
redacirten Momente nennt man Momentenaxeii, in dem einen sowohl wie in dem anderen Fall, 
Durch dieselben werden die Drehungsmomente ihrer Griisse und Richtung nach vollständig bestimmt. 
Berücksichtigt man, dass in Fig. 42 die aui" obige Weist' errichtete AxeOM, des Momentes der 
Kraft Pi um den Punkt denselben Winkel mit der Drehungsaxe 00' bildet wie die Ebene des 
Dreiecks ÄiPiO mit der Projectionsebene EE, sn folgt nach der oben ausgesprochenen Beziehung 
zwischen den beiden Dreiecken A, Pi und A|P,0' der Satz: 

Man erhält aus dem Drehungsmomente einer Kraft um einen Punkt dasjenige 
derselben Kraft um irgend eine durch den Punkt gelegte Axe, wenn man dieAxe 
des ersteren Momentes auf die Drehungsaxe projicirt. Die Protection ist die 
Ase des Momentes der Kraft um die Drehungsaxe und bestimmt also dasselbe 
vüllständig. 

Denken wir uns jetzt wieder mehrere Knifte P, , Pt, Pa... im Raum und einen willkürlichen 
Punkt 0, SU sind die doppelten Flächeninhalte der Dreiecke A, P, 0, AtPjO... die Drehungsmomente 
dieser Kräfte um den Punkt 0. Wir errichten dann auf all' diesen Dreiecksflächen in dem ihnen 
gemeinschaftlichen Punkt Senkrechte stets nach derjenigen Seite der betr. Ebene hin, von welcher 
aus die Drehrichtung der in dieser Ebene liegenden Kraft um den Punkt als positiv ei scheint, 
und tragen auf diese Senkrechten die reducirten Momente der betr. Kräfte um den Punkt auf: 
_ wir construiren mit einem Worte die Momentenaxen jener Drehungsmomente. Wij'd dann irgend 
ine beliebige Drehungsaxe durch gelegt, so erhält man die Axen der Drehungsmomente der 
[räfle um dieselbe, wenn man die vorhin construirteu Momentenaxen auf die Drehungsaxe projicirt. 
Die algebraische Summe dieser Projectionen gibt offenbar das Gesammtdrehungsraoment der Kräfte 
1 die Drehungsaxe. 

Diese algebraische Summe kann man auf die Ail erhalten, wie am Ende des vorigen g aus 

^der gesetzt. Man kann sie sich aber auch auf folgende Weise verschaffen. Denkt man sich 

Ke Axen der Drehungsmomente der Kräfte um den Punkt O von diesem letzteren aus ihrer Grösse, 

|Bichtung und ihrem Sinne nach in beliebiger Ordnung so an einander gereiht, dass sich jede folgende 

ißit ihrem Anfangspunkt an den Endpunkt der vorhergehenden anschliesst, dann ist die Projection 

der Schlusslinie d. h. der Verbindungslinie des Anfangspunktes der ereten mit dem Endpunkte der 

letzten der so an einander gereihten Axen auf jede durch den Punkt O gelegte Drehungsaxe gleich 

■ algebraischen Summe der Projectionen der einzelnen Momentenaxen auf die Drehungsaxe. Jene 

^ilusslinie kann also offenbar als Axe des Momentes einer Kraft um den Punkt betrachtet werden, 

reiche um jede durch gelegte Axe genau dieselbe Drehwirkung ausübt wie die Kräfte P, , P,, P». . . 

insgesammt. Deshalb heisst man diese Schlusslinie mit Kecht die Resultan tenaxe jener einzelnen, 

und aus dem Obigen geht hervor, dass sie aus diesen letzteren ganz ebenso durch Construction eines 

(olygons, des „Axenpolygons-, erhalten werden kann, wie wir in Jj ICJ aus Kräften, welche nach 
BÜehigen Richtungen des Raumes hin an einem und demselben Angriffspunkt wirken, durch Cnn- 
rnction des Kräftepolygons die Resultante jener Kräfte fanden. 
§ 58. Momentenaxen der Gegenpaare, Resultantenaxe und Resultanten -Gegen paar. — 
jn Gegenpaar hat um jeden Punkt der Ebene, in der es liegt, also auch um jede Axe, die auf 
äner Ebene senkrecht steht, das nämliche Drehmigsmomeut, gleich dem doppelten Flächeninhalt 
aes Dreiecks, das die eine seiner Kräfte zur GrundUnie hat, und dessen Spitze in der anderen Kraft 
liegt. Es kann in seiner Ebene verlogt und dabei seine Kräfte und die Entfernung derselben, sein 
Arm, verändert werden, wie man will, wenn nur sein Drehungsmoment, also der Flächeninhalt jenes 
Dreiecks, unverändert bleibt. 

Wir können jetzt iunzufügen, dass ein Gegenpaar auch in eine paiallele Ebene verlegt werden 
darf, ohne dass sich seine Wirkung ändert, ganz entsprechend seiner Auffassnng als unendlich kleine 
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Kraft, die in der uueadlich fernen Geraden liegt, welche einer Scbaar paralleler Ebenen gemein- 
echaftlich ist. — In der That, seien P, — P (Fig. 43) die beiden gleichen, parallelen und entgegen- 
gesetzt gerichteten Kräfte eines Gegenpaaies, und verlegen wir dieselben, ohne vorläufig ihre Uicbtnng 
und Grösse, also auch ibre Entfernung zu ändern, in eine parallele 
Ebene, nach P', — P', so kann man sich irgend eine dritte, die beiden 
vorigen schneidende Ebene denken, welche die Linien, in denen die vier 
Kriifte P, — P, P', — P' liegen, in den Punkten A, B, A', B' schneiden, 
die wir als Angriffspunkt jener vier Kräfte betrachten können. Diese 
vier Punkte bilden immer die Ecken eines Parallelogramms. Denkt man 
sich nun zwei, den Kräften P', — P' bezw. gleiche und in denselben 
geraden Linien entgegengesetzte Kräfte P", — ^P" mit den AngritTapunkteu 
in B' und A', so bilden dieselben ein Gegenpaar, das dem P'. — P' offen- 
bai' das Gleichgewicht hält. Dasselbe lässt sich von den beiden Gegen- 
paaren P", — P" und P. — P behaupten. In der That geben die beiden 
parallelen, gleichen und gleichgerichteten Kräfte P und P", für sich 
zusammengesetzt, eine Resultante P -|- P" gleich ihrer Summe, parallel 
mit ihnen und gleichgerichtet, welche durch den Halbirungspunkt C 
der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte hiodurchgeht. Eine dieser gleiche, aber entgegengesetzte 
Kesultante geben die beiden Kräfte ^P, ^P", und da dieselbe durch den Halbirungspunkt der 
Verbindungslinie der beiden Punkte B und A' hindurchgehen muss, der mit dem vorigen Punkt C 
zusammenfällt, so halten sich beide Resultanten das Gleichgewicht und folglich auch die beiden 
Gegenpaare P, — P und P", — P". Da nun von den beiden Kräften P", — P" sowohl dem Gegen- 
paar P, — P, als auch dem P', — P' das Gleichgewicht gehalten wird, so haben letztere beide Paare 
offenbar gleiche Wirkung. 

Denkt man sich in irgend einer der Lagen eines Gegenpaars, die es nach Obigem erhalten 
kann, einen Momenteupuntt in der einen seiner Kräfte angenommen, so ist das Drehungsmoment 
der anderen Kraft um diesen Punkt der Grösse und dem Vorzeichen nach gleich dem des Gegenpaars, 
Es hegt also nahe, die Drehungsmomente der Gegenpaare ganz ebenso durch Momentenaxen dar- 
zustellen wie diejenigen von Kräften um Drehungspunkte. Man errichtet zu diesem Zwecke in irgend 
einem Punkte der Ebene des Gegenpaars nach derjenigen Seite der Ebene hin, von welcher aus 
gesehen die Drehrichtung des Gegeupaara positiv erscheint, eine Senkrechte auf jener Ebene und 
trägt auf dieser vom Fusspunkte aus eine Strecke, gleich dem reducirten Moment des Gegenpaars, 
ab. Diese Strecke nennen wir die Momentenase oder schlechtweg Axe des Gegenpaars, und es 
ist klar, dass wegen der Veränderungen, die mit einem Gegenpaar vorgenommen werden können, 
diese Axe in jede behebige Lage gebracht werden dai-f, wenn nur ihre Grösse, ihre Richung und ihr 
Siun die gleichen bleiben. 

Wie aber eine Kraft nicht bloss um eine sie rechtwinklig kreuzende Axe drehen kann, 
sondern um jede andere, die einen schiefen Winkel mit ihr bildet, so kann auch ein Gegenpaar um 
jede Axe drehen, wenn dieselbe nur nicht in seiner Ebene liegt oder parallel dazu ist. Es ist 
leicht, aus dem Drehungsmoment eines Gegenpaars nach bisheriger Definition, also für eine zu seiner 
Ebene senkrechte Drehungsaxe, das für eine andere Axe abzuleiten . die unter schiefem Winkel zu 
jener Ebene geneigt ist. Denkt man sich ein Gegenpaar P, — P so verlegt, dass der Angriffspunkt 
der einen seiner Kräfte, etwa der Kraft — P, in irgend einen Punkt der willkürlich angenommenen 
Drehungsaxe fällt, so hat diese Kraft gar keine Drehwirkung um letztere und deshalb ist die Dreh- 
wirkung des Gegenpaars gleich deijenigeu der anderen Kraft P um die Drehungsaxe. Wir können 
daher unter dem Drehungsmoment des Gegenpaars um die Drehungsaxe dasjenige der Kraft P um 
dieselbe Axe verstehen, welch' letzteres, bezw. seine Axe, erhalten wird, wenn man die Momeutenaj 




VI. Abschnitt. Kräfte 



63 



■der Kraft für den Punkt auf die DrehuDgsaxe projicirt. Aber das Drehungsmoment der Kraft P 
i den Punkt ist nichts anderes als das des Gegenpaars seihst, und daraus folgt: Man erhält 
l^aa Drehungsmoment eines Gegenpaars um irgend eine willkürliche Drehungs- 
wenn man seine Momentenaxe auf die letztere projicirt. Diese Projection ist 
■die A X e des gesuchten Drehungsmomentes, darunter wie bisher die auf die Drehungsaxe aufgetragene 
trecke verstanden, welche der Grösse und dem Vorzeichen nach gleich dem auf die Momentenbasis 
fducirten Drehungsmoment ist. 

Hat man nun mehrere Gegenpaare (Pi, — P,). (Pi. — P<). (P»,— P»)..., welche in beliebigen 
ft^Bbenen des Raumes liegen, so kann man dieselben so verlegen, dass alle ihre Ebenen und je die 
Peine von den Kräften, aus denen sie bestehen, etwa die Kräfte — Pi. — Pi, — Pj.--, durch den näm- 
lichen willkürlichen Punkt des Raumes geben. Ebenso kann man ihre Axen parallel verlegen, 
bis ihre Anfangspunkte alle in den Punkt zu liegen kommen ; sie stehen dann in diesem Punkte 
senkrecht auf den Ebenen der verlegten Gegenpaare, denen sie angehören, und können auch als Axen 
der Drehungsmomente der Kräfte P um den Punkt angeselien werden. Denken wir uns irgend 
eine Drehung8a.xe durch den letzteren Punkt gelegt, so ist die algebraische Summe der Projectionen 
jener Momenteuaxen auf die Drehungsaxe gleich der algebraischen Summe der auf eine und die- 
selbe Banis reducirten Drehungsmümente von den in obiger Weise verlegten Kräften Pi, P,, P,..., 
lalso der Gegenpaare |P, , — P, ), (P,, — ^P,), (P,, — P, )... um die Drehungsaxe. 

Man kann aber offenbar jene algebraische Summe der Projectionen auch dadurch erhalten, dass 

1 , wie oben aus den Axen der Kräfte , so jetzt aus den Momentenaxen der Gegenpaare ein 

enpolygon construirt und dessen Schlusslinie d.h. die Verbindungslinie des Anfangspunktes 

Bd«r ersten mit dem Endpunkte der letzten abgetragenen Axe auf die Drehungsaxe projicirt. Dies 

ligilt so für alle durch den Punkt möglichen Drehungsaxen. Deshalb kann man sich jene Schluss- 

|linie auch als die Momeutena.xe eines Gegenpaars vorstellen, das um jede durch den Punkt O 

' gehende Drehungsaxe dasselbe Drehungsmoment hat wie die gegebenen Gegenpaare zusammen. 

Man kann also mit Recht jene Schlusslinie wieder Resultantenaxe nennen. Das ihr zugehörige 

Gegenpaar heiast das Resultaoten-Gegenpaar der gegebenen, und m der That kann leicht 

erwiesen werden, dass es diese vollständig in ihrer Wirkung ersetzen kann. 

Um diesen Beweis zu führen, denken wir uns zunächst zwei Gegenpaare, welche in den beiden 
Leich in der Linie AB schneidenden Ebenen JJ und KK (Fig. 44) gelegen sind. Wir verlegen und 
BiTerändern sie in diesen Ebenen so, dass sie eine beliebige ... „ 

BStrecke AB jener Durch schnittslinie als Arm erhalten, auf , 

B-velcbem in den Endpunkten A und B die Kräfte Pi und — P|, 
pP, und — P,, in ihren betr. Ebenen liegend, senkrecht 
■stehen. Dann liegen die Kräfte P, und P) sowohl, als auch 
Kräfte — P, und —Pi je in einer Ebene, die in dem 
ikte A bezw. B senkrecht auf der Schnittlinie A B steht, 
aus den Kräften Pi und P, vermittest des KrÖfteparal- 
'' lelogramms construirte Resultante 11 ist offenbar gleich und 
parallel, aber entgegengesetzt der Resultante — R aus den 
Kräften — Pi und — Pi. Beide Resultanten bilden daher wieder 
ein Gegenpaar, dessen Wirkung diejenige der beiden gegebenen 
vollständig und überall ersetzen kann, und das daher das 
Resultanten - Gegenpaar derselben genannt werden musa. 
Denken wir uns nun, es sei die Strecke AB gleich der 

Momentenhasis genommen, und errichten wir in dem Punkte A Senkrechte auf den Ebenen J J und KK 
nach derjenigen ihrer Seiten hin, von der aus die Drehrichtung der in ihnen gelegeneu Gegenpaare 
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als positiv erscheint, duDii sind die auf diese Senkrechten auTzutragenden Axen AM, uod AM, der 
Gpgeiipaare bezw. gleicli den Kräften Pi und P.. Die Diagonale AN des Über jenen Äsen construirteB 
Parallelogramins ii5t folglich gleich der Kraft R und steht senkrecht auf der durch die Kräfte B und 
— K bestimmten Ebene des Resultanten-Oegcnpaarti. Sie ist folglich die Axe dieses letzteren. Fllr 
jede andere Momentenbasis erhält man Axen, die denen AM,, AM) und A N proportional aind. und 
deshalb lässt sich, in Berücksichtigung der Veränderungen, die mit einem Gegenpaar vorgeaoiaiaeo 
werden können, folgender Satz aussprechen: 

Wenn man die Axen irgend zweier Gegenpaare von einem beliebigen Punkte 
des Raumes aus ihrer Grösse, Richtung und ihrem Sinne nach aufträgt und über 
den so erhaltenen Linien ein Parallelogramm constmirt, so ist die von jenem Punkte 
ausgebende Diagonale desselben der Grüsse, Richtung und dem Sinne nach aU 
Axe eines Gegenpaars zu betrachten, das, hierdurch vollkommen bestimmt, die 
gegebenen in ihrer Wirkung vollständig und überall ersetzen kann und deshalb 
Resol tanten-Gegenpaar genannt wird. Seine Axe heisst Resultantenate. Si* 
kann auch dadurch erhalten werden, dasa man von einem beliebigen Punkt aus 
die Axen der gegebenen Gegenpaarc ihrer Grösse, Richtung und ihrem Sinne 
nach hinter einander abträgt, die zweite mit ihrem Anfangspunkt an den End- 
punkt der ersten anschliessend, und dass man dann jenen Ausgangspunkt mit dem 
Endpunkte der zweiten Kraft verbindet. 

Dieses letztere Verfahren lasst aicli nun genau so wie bei den Kräften im Räume im § 10 auf 
beliebig viele, in beliebigen Ebenen gelegene Gegenpaare ausdehnen. Man erhält die Axe des 
Resultanten-Gegunpaara , wenn man aus den Axen der gegebenen in bekannter Weise ein Polygon 
im Räume construirt und darin den Anfangspunkt der ersten mit dem Endpunkt der letzten Ase 
verbindet. Das dadurch bestimmte Gegunpaar kann die gegebeneu vollständig ersetzen , und sein 
Drehungsmoment um jede Drehungsase ist nach Obigem gleich der algebraischen Summe der Drehungs- 
momente der gegebenen Gegenpaare um dieselbe Axe. 

In ganz ähnlicher Weise wie. hei den Kräfti-n kann natürlich auch die Zerlegung eines Gegen- 
paars in zwei oder mehrere Componentenpaare vorgenommen werden. 

§ 59. Znsanuiieiisetzimg beliebiger Kräfte im Räume. — Mit Hülfe der obigen Sätze 
ist es nun leicht, beliebige Kräfte I',, P,, P:,... im Raum, deren Angriffspunkte Äj, A,. A,... 
irgendwie gelegen sein mögen, mit einander zu vereinigen. Mau nimmt willkürlich einen fixen Punkt 
an, nach welchen man die gegebenen Kräfte mit ihren Angriffspunkten verlegt, indem man ihre 
Grösse, Richtung und ihren Sinn ungeändert lässt. Dann erhält man neben den verlegten , in 
angreifenden Kräften eben so viele Gegenpaare, die in den Ebenen der Dreiecke A, PiO, AsP,0... 
liegen, deren Drehungsmomente durch den doppelten Flächeninhalt jener Dreiecke repräsentirt 
werden, und deren Drehrichtung der Kreispfeil angibt, der in jene Dreiecke gezeichnet werden 
kann und seinem Sinne nach mit der bezüglichen Kraft übereinstimmt. Die in angreifenden 
Kräfte können mittelst des Kräftepolygons im Raum zu einer Resultante R vereinigt werden. Um 
ebenso ~(iifi Gegenpaare zu vereinigen, denke man sich im Punkte auf den Ebenen der Drei- 
ecke A,P|0, "AiPiO... Senkrechte nach der Seite hin errichtet, von der aus gesehen die Dreh- 
richtung der Gegenpaare oder der Kräfte Pi,P,,Pi... um den Punkt positiv wie die des Zeigers 
einer Uhr erscheint; auf diesen Senkrechten trage mau die reducirten Momente der Gegenpaare 
oder der Ki'äfte P,, P,, P,... um den Punkt auf; man construire also mit einem Wort die Axen 
der Gegenpaare oder der Drehungsmomente der Kräfte um den Punkt 0. Aus diesen Axen zeichnet 
man dann das Äxenpolygon. Die Schluaslinie desselben ist die Resultautenaxe U, welche das Gegen- 
paar vollständig bestimmt, das dieselbe Wirkung hat wie diejenigen, die man neben den nach 
verlegten Ki'äften eihalten hatte , zusammengenommen. Jene Resultante R und dieses Gegenpa«r 
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oder diese Resultantenaxe U sind es also, auf welclic dio gegebenen KnifteP,, P,, P;,... zuriU'.k- 
geführt werden können. 

Bei der Ausführung dieser Constructiounn siod natürlich die Kräfte Pi, Pj. Pj... durch ihre 
Risse auf zwei Tafeln zu geben. Aus diesen erhält man dann die Hisse des Kräftepolygoiia der 
nach dem Punkt verlegten Kräfte, indem man von den Risseu dieses Punktes aus in jeder der beiden 
Tafeln die Polygone aus den Rissen der Kj-äfte construirt. Die Schlusslinien dieser Polygone sind 
die Risse der Resultante R, welche dadurch vollständig bestimmt ist. Um die Resultantenaxe U zu 
tinden. kann man verschiedene Wege einschlagen. 

a) Man kann die Prnjectifinen derselben auf drei, durch den Punkt gehende, nicht in einer 
Ebene liegende Drehungsaxen aufsuchen, durch welche drei Projectionen sie vollständig bestimmt ist. 
Für jede dieser Drehungsaxcn ist die Projection der Resultantenaxe auf sie gleich der algebraischen 
Summe der Projectionen der Componentenaxen. also gleich der algebraischen Summe der reducirten 
Drcbungsmomente der Kräfte P,, Pj, Pa... um Jene Drehungsaxe. Nimmt man also Jene drei Äxen 
bezw. senkrecht auf der ersten, zweiten und auf einer dritten Projectionstafel, welche senkrecht auf 
einer oder auf den beiden vorhergebenden steht, so ist die Projection der Resultantenaxe auf Jede 
dieser drei Axen gleich der algebraischen Summe der reducirten Drehungamomente, welche die Risse 
der Kräfte auf derjenigen Tafel, auf der die betr. Axe senkrecht steht, um den Fusspunkt dieser 
Axe haben. Diese algebraischen Summen können also auf einem der in den §§ 46 und 52 gezeigten 
Wege gefunden werden. 

Wir haben diesen Gang in Fi;.'. 18 Taf. V befolgt, um beispielsweise die drei Kräfte P, , P,, P. 
zu vereinigen, deren Risse AjPj, ÄjPj, A',Pj, dann Ä^P',', ÄjP,, A',P^ iu zwei auf einander senk- 
recht stehenden Tafeln als gegeben vorausgesetzt werdefl. Die Polygone 0' 1' 2' 3', 0"l"2".3", 
welche aus diesen Rissen von den Rissen 0' und 0" des beliebigen Punktes aus construirt wurden, 
bestimmen durch ihre Schlusslinien 0' 3' und 0" 3" die Resultante R, deren Risse eben diese Schluss- 
linien sind. 

Um die Resultantenaxe zu finden, hat man die algebraische Summe der reducirten Drehungs- 
momente der Kräfteprojectionen in der ersten Tafel um den Ptfiikt 0', derjenigen in der zweiten 
Tafel um den Punkt 0" aufzusuchen und in gleicher Weise in einer dritten Tafel zu verfahren, die 
wir senkrecht auf den beiden vorhergehenden annehmen , und für welche die Risse der Kräfte, 
nämlich \",'P^. A'j'P'^', A'j'P',', und der des Punktes 0, nämlich 0'", aus den vorhandene» beiden 
Rissen leicht gefunden werden können. Den in § 52 angegebenen Weg befolgend , nehmen wir in 
jedem der Polygone 0' 1' 2' .T und 0" I" 2" .S", sowie in dem in der dritten Tafel erst zu zeichnenden 
0'" 1'" 2'" 3'" einen Pol C, bezw, C" und C" an, dessen Entfernung von der betr. Schlusslinie gleich 
der Momentenbasis ist. Für diese Pole construireu wii- dann die Seilpolygone 0' I' IT' IU' IV', 
ü" I" n" IU" IV" , 0"' I'" 11'" in'" IV'" , deren äuaaerste Seiten auf den durch die Momenten- 
pnnkte Ü', 0", Ü"' gezogenen Parallelen zu den betr. Resultanten der Kräfterisse, also auf den 
Linien 0'3', 0"3 ", 0"'3"' selbst, Abschnitte ni^m,. m^m^, m,,'m^ macheu, welche gleich den reducirten 
Momenten jener Resultanten um die Punkte 0, 0", 0" sind, oder gleich den algebraischen Suramen 
der reducirten Drehungsmomente der Kräfterisse auf den drei Tafeln um jene Momentenpunkte. 
Die Vorzeichen dieser Summen bestimmen sich aus den Drehrichtungen der betr. Resultanten der 
Eräfterisae sehr leicht. Die Resultanten sind ihrer Grösse. Richtung und ihrem Sinne nach durch 
die Schlusslinien 0"d', 0"3", 0"'3"' repräsentirt und gehen durch den beti'. Durchschnittspunkt der 
änseersten Seilpolygonseiten hindurch. 

In einem Sinne, der jenem Vorzeichen entspricht, sind dann die Abschnitte meUi',, m'^m',', m'j'm^ 

von dem Punkte aus auf die drei Drehungsaxen aufzutragen, welche durch diesen Punkt gelegt 

, wurden und auf den drei Tafeln senkrecht atehen. Die so aufgetragenen Abschnitte sind die 

Projectionen der Resultantenaxe U auf die drei Drehungsaxen und projiciren sich selbst wieder auf 

' Bmichiniri, Elftatnle dn (nphischcD Statik. S. Aul 9 
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jede der drei Tafeln, auf der sie nicht senkrecht stehen, in ihrer wahren Grösse. Mucbt man 
also OUj und U, beide gleich in"^m"i (nach links aufgetragen, weil die dritte Tafel, von dieser 
Seite angesehen , von den in ihr liegenden Kräfterissen oder deren Resultante in positivem Sinne 
gedreht wird), dann ü'U'| gleich m'j,m, (nach unten getragen, weil die erste Tafel, von oben gesehen, 
von den in ihr liegenden Kräfterissen oder deren Resultante links gedreht wird), endlich U, gleich 
m'mi (nach hinten getragen, weil die zweite Tafel, von vorn gesehen, von den in ihr liegenden 
Kräfterissen linksseitig gedreht wird), so sind die Diagonalen U' und U" der Parallelogramme über 
den Stücken OU, und Ol",, beaw. Uj und O'U^ die Risse der gesuchten Resultantenaxe saf der 
errten und zweiten Tafel. Diese Ase ist hierdurch völlig bestimmt. 

b) Die zweite Methode, die Resultantenaxe l' zu finden, besteht darin, dass man das Polygon 
ans den Axen der Gegenpaare oder der Drebuugsmomente der Kräfte P, . P,. Pj... um den Punkt 
selbst construirt. Wir haben sie in Fig. 20 Taf. VI bei der Vereinigung der Dämlichen drei 
Kräfte Pi, P,, P., die wir in Fig. 18 Taf. V behandelten, angewendet. Von diesen Kräften 
wurden wieder ihre Ris-se auf zwei Tafeln, nämlich A,P', A,P^, A,P',, dann A|P'|. A^P^, A^P] 
ala gegeben vorausgesetzt. Aus denselben sind die Risse 0' 1' 2* ü'. 0" 1" 2" 3" des Kräftepolygons 
für die nach dem Punkt verlegten Kräfte wie oben construirt worden, und mnn bat auf diese 
Weise die Resultante R jener Kräfte, bezw. ihre Risse R' und R", gleich den Schlusslinien (X3' nnd 
Cf' 3" gefunden. 

Die Axen stehen senkrecht auf den Ebenen der Dreiecke AiPiO, A,P,0, AjPjO. Zeidmet 
man also Linien, die in diesen Dreiecksebenen liegen, und deren zweite Risse parallel zur Projectioii»- 
aice sind, so mUssen senkrecht auf den ersten Kissen S',, S, , S, derselben die ei-steo Itisse der 
Momeutensxen stehen. Die zwt^iten Risse derselben stehen ebenso senkrecht auf den «weiten 
Rissen Tj, T,', T^ von Linien, die in jenen Dreiecksebenen liegen, und deren erste Risse parallel 
Kur Projectionsaxe sind. Hierdurch sind die Richtungen der Momentenaxen völlig bestimmt. Üra 
ihre Grosse zu erhalten, müsste man eigentlich die wahre Grösse der Dreiecke AiP,Ü. AiP.Ü, A,P,0 
aufsuchen und auf eine gemeinschaftliche Momentenbasis reducireii. Diese etwas unbequeme Con- 
»truction kann man aber umgehen, wenn man den Satz benützt, dass die Projection irgend einer 
der Momentenaxen aaf eine, zur ersten Tafel z. B., senkrechte Drehungsa.\e gleich ist der Ase des 
Ürehungsmomentes de» Risses der Kraft auf der ersten Tafel um den Fusspunkt jener Drehungsaxe. 
Legt man also die letztere durch den Punkt senkrecht auf die erste Tafel, so ist 0' ihr Fusspunkt 
und die Projectionen der Momentenasen auf sie sind gleich den reducirten Momenten, welche durch 
die doppelten Dreiecksfiiichen A^P, 0, A^P, 0', A, Pjü' repräsentirt werden. Ebenso sind die 
Projectionen der Momentenaxen auf eine durch senkrecht auf die zweite Tafel gelegte Drefaungsaxe 
gleich den reducirten Momenten, die durch die doppelten Dreiecksflächen A','P',0", A^P^O", A^Pj^O' 
dargestellt sind. 

Die Reduction der oben genannten Momente wurde in Fig. 20 Taf. VI auf die im § 46 aa- 
gegebeue erste Methode vorgenommen , indem man die betr. Kräfterisse mit einem Kreise um 0' 
bezw. 0", dessen Ra<liua gleich der Momentenbasis ist, durchschnitt etc. Man erhielt so in der 
ersten Tafel die Stücke h, . h,, h',, in der zweiten die Stücke h,', b'^, W^ als reducirte Moment«. 
Erstere drei Stücke sind aber nicht bloss die Projectionen der Momentenaxen auf eine zur ersten 
Tafel senkrecht gelegte Drehungsaxe, sondern auch die Projectionen der zweiten Risse der Momenten- 
axen auf den zweiten Riss jener Drehungsaxe, also auf eine durch 0" gelegte Senkrechte rar 
Projectionsaxe. Aehnliches gilt für die Stücke h^, hj, h,. Hiernach lassen sich nun die Risse des 
vom Punkt aus gezogenen Axenpolygons auf den beiden Tafeln leicht wie folgt construiren. 

In der ersten Tafel trägt man von 0' aus auf einer zur Projectionsaxe senkrechten Linie, oder 
besser, der grösseren Deutlichkeit wegen, auf einer seitwärts gezogenen Senkrechten zur Projectionsa 
von einem 0* entsprechenden Punkt qj aus die reducirten Momente h'j, h^, h, ihrer Grösse und i 
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'orzeichen nach hinter einander ab. Man macht also q^q', gleich h,' und zwar nach rückwärta. 
il die zweite Tafel, von vorn gesehen, von dem KräfteriBs Ä','P',' im negativen Sinne am 0" zu 
■eben gesucht wird; q',^, macht man gleich h!^ und trägt es aus demselben Grunde nach rückwärts ; 
dlich q, q, ist gleich h'„ zu machen und vorwürts aufzutragen, weil die zweite Tafel, von vorn 
gesehen, von dem Kräfterias A^P^ im positiven Sinne gedreht wird. In der zweiten Tafel ist ähnlich 
*ln1i gleich h| gemacht und abwärts getragen, weil A',Pj die erste Tafel, von oben gesehen, im 
negativen Sinne dreht; ebenso sind q'^q'^ gleich h', und q'jq^ gleich h', der Grösse und dem Vor- 
zeichen nach. 

Nun hat eine durch 0' zu S, gezogene Senkrechte die Richtung des Risses der ersten Mumentenaxe 
der ersten Tafel; seine Grösse wird von einer durch q', gezogenen Parallelen zur Projectionsaxe 
u', abgeschnitten. Von u', aus ist alsdann eine Senkrechte zu S', zu ziehen und dieselbe mit 
einer durch q', gezogenen Parallelen zur Projectionsaxe in u, zu durchschneiden. Endlich zieht man 
durch u, eine Senkrechte auf S, und durchschneidet sie mit einer durch q, gezogenen Parallelen 
zur Projectionsaxe. So erhält man den ersten Riss u,uju^ des Axenpolygons und in dessen Schluss- 
linie Uj den ersten Kiss U' der Resultantenaxe. In ganz gleicherweise kann in der zweiten Tafel 
der zweite Riss u,'u'ju^ des Axenpolygons und damit der zweite Riss der Resultantenaxe ü" gleich 
O'Uj construirt werden. 

§ 60. Die Resultante R und das Resultanten- Gegenpaar mit der Momentenaxe U, welche wir 
nach den beiden im vorigen § angegebenen Methoden als Resultat der Zusammensetzung von Kräften 
im Räume erhalten haben, lassen sich dann noch weiter mit einander vereinigen, wenn U senkrecht 
auf R steht, wenn also die Resultante in der Ebene des Gegenpaares liegt oder auch nur parallel dazu 
ist, in welchem Falle die Ebene mit dem Gegenpaar parallel verlegt werden kann, bis sie durch R geht. 
Das Resultat dieser Vereinigung ist eine der Kraft R an Grösse, Richtung und Sinn gleiche Kraft, 
gegen jene in der Ebene des Gegeupaars parallel verschoben um ein Stück, wie es dem Drehungs- 
moment des Gegenpaars , also der Grösse von U entspricht. In diesem speciellen Fall lassen sich 
also die gegebenen Kräfte im Räume in eine einzige Resultante zusammensetzen, eben jene parallel 
verschobene Kraft R. 

Der Punkt 0, in welchen nach dem im vorigen § kennen gelernten Verfahren die gegebenen 
Kräfte parallel mit sich selbst verlegt wurden, konnte willkürlich gewählt werden. Von der Lage 
desselben ist GrösSe, Richtung und Sinn der Resultante R ganz unabhängig ; dieselbe ist stets gleich 
der Schlusslinie des Polygons, das von einem beliebigen Anfangspunkte an aus den gegebenen 
Kräften gezeichnet wird. Wir werden sie schlechtweg die Resultante des gegebenen Kräftesystems 
nennen. Das zu ihr gehörige Gegeupaar, oder dessen Momentenaxe U hängt dagegen wesentlich von 
der Lage des Punktes ab; es entsteht daher zunächst die Frage, ob es vielleicht möglich wäre, 
diesen Punkt so zu wählen, dass U senki'ccht auf R zu stehen kommt? Aber eine einfache Ueber- 
leguDg zeigt, dass dies für keine Lage des Punktes eintreten wird, wenn es bei irgend einer 
nicht stattfindet. Denn da für einen anderen Punkt Oi statt die Resultante R an Grösse, Richtung 
und Sinn dieselbe bleibt, so kann man aus dem für den Punkt gefundenen Resultat das füi' Oi 
gütige erhalten, wenn man R parallel mit sich seihst von nach Oi verlegt und das hierdurch hinzu- 
kommende Gegenpaar, dessen Momentenaxe U, heissen möge , mit U vereinigt. Nun steht Ut senk- 
recht auf der Ebene, in welcher R verschoben wurde, also senkrecht auf R selbst; mit U, welches 
der Voraussetzung nach einen schiefen Winkel mit R bildet, vereinigt, kann sie also niemals eine 
Resultantenaxe geben, die auf R senkrecht steht. 

Die Ebene des Gegeupaars mit der Momentenaxe U kann senkrecht auf diese stets durch den 
Paukt gelegt werden, durch den auch die zugehörige Resultante geht. Wird das Gegenpaar in dieser 
Ebene durch zwei parallele und entgegengesetzt gerichtete Kräfte Q und Q,i (Fig. 45) von glei(^h6r Grösse 
dargestellt, von denen die eine, Qi , durch den Punkt geht , so kann diese mit der Resultante R, 
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die im Allgemeinen nicht in dieser Ebene gelegen ist, in eine Resultante S vereinigt werden , die 
ebenfalls nicht in dieser Ebene liegt. Diese bildet dann mit der anderen Kraft des Gegenpaars ein 
Paar sicli kreuzende Kriifte (Q, S), durch welche das gegebene Kräftesystem im Raum auch ersetzt 
werden kann. Da der Punkt beliebig gewählt werden 
konnte, ebenso firüsse, Richtung und Sinn der Kraft»? 
des Gegenpaars, wenn nur dessen (reducii-tes) DrehungB- 
momeut gleich dei- Momentenase U blieb . so kann auf 
unendlich mannigfaltige Weise die Wirkung eines S^steniH 
von Kräften im Räume durch ein Paar sich kreuzende 
Kräfte ersetzt werden, die wir einander zugeordnete 
oder entsprechende Kräfte nennen wollen. 

Alle diese Paare sich kreuzende Kräfte, welche 
ein und dasselbe Kräftesystem im Raum in seiner 
Wirkung ersetzen können, stehen in einfachem Zusammeu- 
hange unter einander. Wenn man sie auf eine lor 
Resultante R des Kraft eayste ras senkrechte Ebene, die 
\ sog. orthographische Ebene, orthogonal projicirt, 
so sind ihre Projectionen je ein Paai- gleiche und parallele. 
entgegengesetzt gerichtete Kräfte, also Gegenpaare. 
Denn diese Projectionen Q', Q, (Fig. 45) sind nichts 
I anderes als die Projectionen der Kräfte Q, Q, des Gegenpaai-s. dessen Äxe ü war, auf dieselbe urt.üo- 
[ graphische Ebene, da die Projection der Reijultante R auf diese Ebeue Null ist. Die Momentenaxe 
I jedes solchen Gegenpaars in der oilhographiachen Ebene ist offenbar die othogonale Projection der 
I Momentenaxe U auf die Resultante R. Aiisserdem folgt daraus : 

Die Parallelebellen, welche durch irgend ein Paar sich kreuzende Kräfte gelegt 
lirerden, die ein gegebenes System ?on Kräften im Raum ersetzen, sind stets zu- 
Igleich parallel zur Resultante R dieses Kräftesystems. 

; 61. Centralaxe, Centralresnltante and Minimal-Momentenaxe einea Systems be- 
liebiger Kräfte im Räume. — Die Resultante R und das Resultanten- Gegenpaar Ü, welche im g Äf 
als Resultat der Vereinigung beliebiger Kräfte im Räume erhalten wurden, lasäen sich noch auf 
folgende Weise umgestalten: 

Man zerlege U in zwei Compunentenaxen, von denen die eine, U^. in der Richtung von R U^ 
während die andere, U,, senkrecht darauf steht. Letztere gehört dann einem Gegenpaar an, das t 
der Resultante R in einer Ebene liegt und also mit ihr vereinigt werden kann, indem man i 
1 parallel mit sich selbst in jener Ebene um ein geeignetes Stück verschiebt, ohne ihren Sinn 
I ihre Grösse zu ändern. So bleibt also noch die verschobene Kraft R„ und die Componententaxe üt" 
I abrig. welch' letztere dieselbe Richtung wie Ra bat, also auch in die gerade Linie, in welcher Ro 
I wirkt, verk'gt werden kann und einem Gegenpaar angehört, dessen P^bene senkiecht auf Rj steht. 
I Es lässt sich leicht beweisen, dass dieses Gegenpaar unter allen denen, welche duirh Vereini 
L des gegebenen Systems von Kräften erhalten werden können, das kleinste Drehungsmoment, also < 
[ kleinste Axe hat. In der That fügt jede parallele Versetzung der Kraft Ki zu dem schon vorhw 
denen Gegenpaar mit der Axe Uo ein zweites hinzu, das in der Ebene Hegt, in welcher jene VbI 
Setzung vorgenommen -wurde, dessen Axe also senkrecht auf ü., steht. Die Vereinigung beÜ 
üegenpaare gibt allemal ein solches, dessen Axe grösser als Uu ist. I>araus geht zugleich hervc 
dass die Lage von Ki, deren Grösse, Richtung und Sinn schon das Kräftepolygon der gegebenen" 
Kräfte ergab, und zu welcher ein Gegenpaar Uo gehört, dessen Axe mit R,, zusammenfällt, eine völhg 
bestimmte ist; denn jede parallele Verschiebung von U» ruft ein Gegenpaar hervor, das mit dem 
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t sasamiiipnRGsetEt ein solches gibt, dessen Äs« gewiss nicht wiodpr mit R. xnsaminenfii)U. Ebniso 
. U, für jedfs gegebene Kraftcsystem einp vollständig bfpstimmte Grösse, 

Man iicnut die gerade Linie, in vrelcht-r jene Kraft R. li^gt. di« Ci.<ulr»lttxc des gegebenen 
l«iiiK von Kräften im Raum. K. selber wollen wir Centrslresul tsutc ueuneu und dii' Axc 
, des KU ihr gehörigen Gegenpaai-s . der oben abgeleiteten Eigensebaft halber, die Mitiimal- 
Momentenaxe. Sie wurden in Fig. lA Taf. V und Fig. 20 Taf. VI ftlr die dort als gegeben vwaus- 
gesetzten drei Krät'te construirt. l'm zunächst die oben angegebene Zerl^ung der Itesultaiiteiiaxe V 
vorzunehmen, legten wir dui-cb das Ende deraeJben eine Ebene senkrecht auf diu Kraft U und 
suchten den Durchschnittspunkt dieser Ebene mit der Linie, in welcher lelitero Kraft liegt. Die 
Risse dieses Schnittpunktes sind v' und v". und daher sind 0' v' und 0"r" die Risse der Com- 
ponentenaxe U», v'u, und v u, diejenigen der Axe Ui. Letstero, welche einem Oegenpaar 
angehört, das mit der Kraft R in einer Ebene liegt, ist mit dieser Kraft tu vereinigen, indem man 
dieselbe in jener Ebene parallel mit sich selbst um ein geeignetes Stück verschiebt. Dabei werden 
die Projectionen U' und R" parallel mit sieb selbst nach R, und R, derart versetst, diiss das reducirte 
Drehungsmoment von R„ um 0' der Grösse und dem Voi-zeicheii nach gleich der Projei'tiou von 
Ui auf eine in 0' zur ersten Tafel senkrecht errichtete Ürehuugsa-Te, also gleich der Projection von 
i auf eine zur Projectionsase senkrechte Linie ist, und dass ebenso das reducirte Drebungs- 
loment von R'^ um 0" gleich der Projection von v' a, auf eine mir Projectioiisaxe senkrechte 
inie wird. 

Auf diese Art köjmen R^ und R^ nach ähnlichen zwei Methoden cuiistruirt weiden, wie wir 

! unter a"i und hl in Jj 59 zur Ueduction der Momente ansfcwendet haben. In Fig. l>i Taf V 

Khteii wir uns aus R', das an Grösse. Iticlitung und Sinn mit dem zu sucbeaden R^ übereinstimmt, 

md aus dem Pul C, welcher um die Momentenbasis von U' entfernt ist. ein Kräftepolygun gebildet. Das 

ingehörige Seilpolygon für R, muss so liegen, dass die dem R, vorhergebende und die ihm uach- 

Mgende Seite auf R' ein Stück abschneiden, das gleich der Projection von v u, auf eine zur Pra- 

Ktionsaxe senkrechte Linie ist. Trägt man also dieses Stück von 3' aus in passendem Sinne auf 

als 3'a' auf. und zieht man durch seinen Endpunkt a' eine Parallele zum Strahl CO', so ist dor 

Durchschnitt b' derselben mit dem gleichzeitig als Seil polygonsei te zu betrachtenden Strahl C -V der 

Knotenpunkt des Seilpolygons, durch welchen R^ hindurcligehen muss. Der Sinn, in welchem 3'a' 

Dn 3' au.s abzutragen ist, richtet sich nach dem Sinne, in welchem die Drehung von R, ura iV 

erfolgen muss, also nach dem Sinne der Projection von v n'j auf eine zur Projectionsaxe senkrechte 

Linie; jene Projection ist in unserem Falle nach oben gekehlt, folglich muss R^, die ei-ste Tafel. 

Ton oben her gesehen, im positiven Sinne um 0' zu drehen suchen, und daher war 3' a' so abzutragen, 

^irie es in der Figur geschehen ist. Wo in der durch b' zn R' gezogenen Parallelen K,, angenommen 

Irird, ist gleichgültig. Ganz in derselben Weise wie b' kann in der zweiten Tafel der Punkt b", 

urcb welchen R^i hindurchgehen muss. gefunden werden; und damit ist die Centralaxo R„ construirt. 

In Fig. 20 Taf. VI hat man aus R' als Hypotenuse und aus der Projection von v n, auf eine 

jar Projectionsaxe Senkrechte als Kathete, welche am Endpunkte 3' von IV anliegt, ein rechtwinkliges 

►reieck construirt. Die andere Kathete 0' a', verlängert bis zum Durchschnitt mit der Peripherie 

s Kreises, der nm 0' mit einem Radius gleich der Momenteubasis gezogen ist, ergibt den Punkt b', 

rch den R, hindurchgehen muss, Letztere Krad liegt folglich irgendwo in der Parallelen zu R', 

reiche durch b' j^ezogen wird. Und in der That sieht man leicht, dass jede in dieser Parallelen 

jgene Kraft, die mit R' in Grösse und Sinn übereinstimmt, nach der in Fig. 20 befolgten Reduc- 

ionsmethode ein dem 3'a' gleiches reducirtes Drehungsmoment um Ü' gebeii muss. Der Sinn, nach 

welchem hin U' a' zu verlängern ist, um den Punkt b' zu linden, richtet sich in ganz ähnlicher 

Weise wie vorhin nach dem Sinne, in welchem R'^ um 0' drehen muss, folglich nach dem Sinne der 

Projection von v u'i auf eine zur Projectionsaxe Senkrechte. In ganz derselben Weise wie b' in 
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iler prsten Tafel wird der Punkt b" in der zweiten Tafel gefunden, durch den die zweite Pro- 
jfctiuu R^ von Kg hindurchgehen muss. Die Grösse, Richtung und der Sinn derselben stimmen 
mit R" überein. 

Kehren wir nun zu der am Schlüsse des vovigeu Paragraphen angestellten Betrachtung zurück. 
Die Projectionen Q'. ii, (Fig. 45) zweier sich kreuzenden Kräfte Q, S, welche ein gegebenes Kräfte- 
system ersetzen können, auf die orthographische Kbene bililen ein Gegenpaar, dessen Momentenaxe 
die Projection der Momentenaxe U des Gegenpaars Q, Qi auf die Resultante R. oder auf die Cen- 
tmlaxe ist. Üiese Projection ist die Minimai -Momentenaxe U„, also conatant. Daraus folgt: 

1. Die Projectionen aller der Paare sich kreuzende Kräfte, durch welche ein gegebenes Kräfte- 
system im Raum ei-setzt werden kann, auf die orthographische Ebene sind Gegenpaare, deren 
Momentenaxec einen constanten Werth haben ; sie sind gleich der Minimal-Momentenase, 

Somit hat das Drchungsmoment Q,xe (Fig. 4üi) des Gegenpaars Q', Q\ in der orthographischen 
Kbeue, und, da f^r ein gegebenes Krüftesystem auch die Resultante R völlig bestimmt ist. auch das 
Product Rx Q,Xe ;^ Rx Uu einen constanten Werth. Dieses Product hat aber eine einfai^he gco- 
metrjeche Bedeutung: RxQ, ist der doppelte Hächeninhalt des Dreiecks ORS, also auch der des 
Dreiecks OSQ", wenn OQ' gleich und parallel mit Q gemacht wurde; e aber, die senkrechte Ent- 
fernung der beiden Projectionen Q' und Q,. ist zugleich die senkrechte Entfernung der zwei Parallel- 
ebenen durch y und S, welche parallel zur Resultante R oder zur Oentvalaxe sind. Nach einem 
bekannten geometrischen Satz ist aber der Inhalt eines Tetraeders gleich dem Product aus dem 
Flächeninhalt eines, durch zwei seiner Gegenseiten bestimmten Dreiecks. d:Ls man erhält, wenn mau 
diese Seiten von einem und demselben Punkt aus auftrügt, in den dritten Theil der Entfernung 
der beiden Parallelebenen. welche durch diese Gegenseiten gelegt werden. Demnach ist unser obig« 
Product R X Un = U X Q, xe der sechsfache Inhalt des Tetraeders, das durch das Paar sich kreuzende 
Kräfte Q und S als Gegenseiten bestimmt ist. Hieraus folgt also der merkwürdige Satz: 

2. Wie auch ein System von Kräften im Raum durch ein Paar sich kreuzende Kräfte ersetrt 
werden mag, stets hat das Tetraüiler, welches diese zwei Kräfte als Gegenseiten hat, den 
gleichen Inhalt. Dieser Inhalt ist sechsmal so klein als das Product aus der Resultaote S 
und der Minimai-Momentenaxe Ug des gegebenen Kräftesystems im Raum. 

§ 62. Nollebene nnd Nnllpankt. — Ist R, (Fig. 46) die Centrat resul tan te und U, die 
zugehörige Minimal-Moracntenaxe eines Systems beliebiger Kräfte im Räume, beide vom Punkte M» der 
Oentralaxe aus aufgetragen, so ist es leicht, die dorcli 
irgend einen anderen Punkt M gehende Iteault&ute B 
und die Momentenaxe U des zugehörigen Gegenpaan 
zu construiren. Die Resultante R stimmt an Grösse, 
Richtung und Sinn mit Ro' überein, sie ist die parallel 
verschobene Kraft Ro. Das dui-ch diese Verschiebung 
entstehende Gegenpaar hat eine Momentenaxe V . die, 
auf der Ebene Ro R der Verschiebung senkrecht stehend, 
gleich ist dem reducirten Drehungsmoment von R« am 
einen Punkt von R, oder gleich dem reducii-ten Drehungs- 
moment R, X e , wenn e die senkrechte Entfernung der 
Kraft R von R.>ist. Denken wiruns diese Momentenaxe in M* 
errichtet und mit Uo, auf welcher sie senkrecht stebt, 
vereinigt, so erhält man die Resultantenaxe U, die dwiD 
auch parallel mit sich selbst nach M verlef;t werden kann und einem Gegenpaar angehört, das in der 
durch M senkrecht auf U gelegten Ebene u enthalten ist. Die Resultante R und dieses Gegen- 
paar mit der Axe U haben dann dieselbe Wirkung wie das gegebene Kräftesystem. 
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Nun ist für jede Drehuiigsaxe, die in der Ebene ,« lie.gt. das Drehuiigsiuoment des Gegenpaars 
TuIl, nnd für Jede dieser Drobiingsaxeri wieder, welche durch den Funkt M geht, ist auch das 
'rehnngsninrnent der Resultante U Null; folglich ist für alk» Drehungsasen, welche, in der Ebene.« 
legend, durch den Punkt M dieser Kbene gehen, das Gesammtdrehungsmomont des gegebenen Kriifte- 
items Null. Man nennt dcsshalb. nach Möhius'), M den Nullpunkt der Ebene ti und diese 
ie NuUebune des Punktes M. 

Wir haben gesehen, wie zu einem gegebenen Punkt M eine ganz bestimmte Nullebene gefunden 

ird. Es kann umgekehrt nun gezeigt werden, wie zu jeder Ebene ,u ein ganz bestimmter Null- 

lunkt M gehört, der in ihr liegt. Denn legen wir durch H, (Fig. 46) eine Parallelebene zu u und 

ichten eine Senkrechte darauf im Punkte Mo nach der Seite bin, wo sie mit U» einen Winkel 

ersten Quadranten bildet, so kann aus Ug, aus dieser Senkrechten und aus einer, in der Ebene 

lider zu U„ senkrecht gerichteten Geraden ein hierdurch völlig bestimmtes Ilechteck gebildet 

rerden, dessen eine Seite Uo ist, dessen Diagonale U in jener Senkrechten auf der Parallelebene 

und dessen andere Seite V in der senkrecht zu U„ errichteten Geraden liegt. Verschiebt man 

dann in einer, durch Ho gehenden und auf V senkrecht stehendun Ebene die Kraft Ru parallel mit sich 

selbst um so viel und nach solcher Seite hin, wie es ihrer Vereinigung mit dem Gegenpaar, dessen Axe — V 

it, entspricht, um eine Entfernung e also, welche der Bedingung R.iX e ^ V genügt, so ist der 

Jurclschnittspunkt der so erhaltenen Parallellinie zu Ito mit der Ebene ii der gesuchte Nullpunkt 

ieser Ebene. — Hieraus folgt also für irgend ein System von Kräften im Räume'); 

1. Zu jedem Punkte gehört eine ihn enthaltende Nullehene und zu jeder Ebene ein in ihr 
liegender Nullpunkt. 

2. Ist von einer Ebene und einem in ihr liegenden Punkt ei-atere die Nullehene des letzteren, 
Bo ist auch letzterer der Nullpunkt der ersteren, und umgekehrt. 

Ausserdem gehen aus obigen Constructionen unmittelbar noch folgende Sätze hervor: 

3. Für alle in der Ceutralaxe M^R„ liegenden Punkte M„ sind die NuUebeaen die auf der 
Centralaxe senkrecht stehenden Ebenen und umgekehrt: 

3» Für die Schaar paralleler, zur Centralaxe senkrechten Ebenen liegen die Nullpuukte in 
einer geraden Linie, in der Centralaxe. 

4. Für alle Punkte M einer zur Centralaxe parallelen Geraden R sind die Nullebenen parallel 
zu einander und 

4* Für irgend eine Schaar paralleler Ebenen Hegen die Nullpunkte in einer und derselben, 
zur Centralaxe parallelen Geraden. 

5. Für alle Punkte M, welche auf dem Mantel eines Kreiscjlinders liegen, dessen Ase die 
Centralaxe ist, liegen die auf ihren Nullebenen errichteten Senkrechten, wenn sie von einem 
beliebigen Punkt der Centralaxe aus gezogen werden, auf dem Mantel eines Kreiskegels, 
dessen Axe die Centralaxe ist. Der Winkel, den die Axe desselben mit seinen Erzeugenden 
bildet, ist der eines rechtwinkeligen Dreiecks, dessen Katheten die Minimal-Momentenaxe U» 
und die Axe V das auf dieselbe Basis reducirten Drehungsmoments der Centralresultaute um 
irgend einen der Punkte M des Kreiscylindermantels ist, und zwar liegt jener Winkel der 
erstgenannten Kathete an. 

Je weiter sich der Punkt M vnn der Centralaxe entfernt, desto grösser wird der Winkel, den 
^flie auf seiner Nullebene errichtete Senkrechte mit der Centralaxe bildet, desto kleiner also der 
Winkel der Nullebene seihst mit der Centralaxe, und für einen Punkt in unendlicher Entfernung 
wird die Nullebene parallel zur Centralaxe. — l'mgekehii, je kleiner der Winkel einer Ebene mit 

1) Lehrbuch der Statik von Aug. Ferd, Möbins. Leijuiig imi. i, B<l g M. 

ä) Tgl. hier und für die folgendea S&bEe dimeB Paragrapheu MQbius a. u. U, g§ 84 bis »S. 
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der Centralaxe wird, desto grösser wird derjenige, den ihre Senkrechte mit derselbe« Richtung ein- 
3chlieast, desto grösser wird also die oben mit V bezeichnete Momentenaxe. und desto weiter niiiss It 
von der Centralaxe wegrücken. Für eine zur Centtalaxe parallele Ebene rückt sie in imendlichi" 
Entfernung und schneidet diese Ebene in einem nnendlich fernen Punkt. Daraus folgt: 

6. Die Nullebenen von Punkten . die in unendlicher Entfernung von der Centralaxe liegeiT, 
sind parallel zur Centralaxe. 

6' Die Nullpunkte von Ebenen, die parallel zur Centralaxe sind, liegen in unendlicher Knt- 
fernnng. 

Liegt ein Punkt M. dessen Nullehene ti ist, zugleich in einer anderen Ebene, ii, an ist, wie 
für alle durch ihn gezogenen Drehungsaxen. die in der Ebene (( liegen, so auch für die Schnitt- 
linie (lieser Ebene mit der Ebene ii' das (jesammtdrehungsmoment des Kräftesystems Null. Des- 
halb muss jene Schnittlinie durch den Nullpunkt M' der Ebene «' gehen. Daraus folgt also: 

7. Liegt ein Punkt in einer Ebene, sn geht die Nullebene des Punktes durch den Xullpupikt 
der Ebene; oder was dasselbe ist: 

7' Geht eine Ebene durch einen Punkt, sn liegt der Nullpunkt der F^beue in der Xullchoiii.- 
des Punktes. 

8. Die Nullebenen mehrerer in einer Ebene liegenden Punkte gehen alle durch den Nullpunkt 
dieser Ebene. 

8* Die Nullpunkte mehrerer sich in einem Punkte schneidenden Ebenen liegen alle in einer 
und derselben Ebene, welche durch jenen Punkt gebt und seine Nullehene ist. 

Betrachtet man eine Gerade g als den Schnitt zweier Ebenen ii und u', so muss die Null- 
ebene jedes Punktes dieser Geraden sowohl durch den Nullpunkt M der Ebene /i, als auch darch 
den Nullpunkt M' der Ebene «', also durch die Verbindungslinie MM' oder g' gehen. Daraus folgt: 

y. Die NuUehenen mehrerer, in einer Geraden liegenden Punkte schneiden sich wieder in einer 
Geraden. 

Aehnhch folgt aus 8a): 

9* Die Nullpunkte mehrerer, sich in einer Geraden schneidenden Ebenen liegen wiederum in 
einer Geraden. 

Es entspricht also im Allgemeinen jeder Geraden g eine andere g', die Schnittlinie der Null- 
ebenen irgend zweier Punkte in jener. Jeder Punkt in der einen Geraden hat die durch ihn and 
die andere Gerade gelegte Ebene als Nullehene und jede durch die eine Gerade gelegte Ebene bat 
zum Nullpunkt ihren Schnittpunkt mit der anderen Geraden. Die Beziehungen zwischen beiden 
Geraden sind also vollkommen gegenseitig, und deshalb hat man sie auch reciproke Gerade genamit; 
ausserdem heissen sie auch einander zugeordnete oder conjugirte Gerade. 

Ist eine Gerade g parallel zur Centralaxe, so sind nach Satz 4 die Nullebenen lUler ihrer I 
parallel zu einander: 

10. Die conjugirte oder reciproke einer zur Centralaxe parallelen Geraden liegt in unendlicher 
Entfernung. 

Liegt eine Gerade g in der Nullehene ^ eines ihrer Punkte M , so geht die Nullebene jedes 
anderen Punktes der Geraden , da diese alle in der Ebene fi liegen, durch den Nullpunkt M dieser 
Ebene, also ebenfalls durch die Gerade g. Man erhält folglich für eine solche Gerade keine con- 
jugirte, oder vielmehr sie selber ist ihre conjugirte, 

11. Jede Gerade, welche in der Nullebene eines ihrer Punkte liegt, oder jede Gerade einer 
Ebene, welche durch den Nullpunkt dieser Ebene geht, jede Gerade also, filr welche das 
Gesammtdrehungsmoment des gegebenen Kräftesystems Null ist, hat sich selbst zur conjugirten. 

Legt man durch die eine von zwei reciproken Geraden eine zur Centralaxe parallele Ebene, so 
liegt deren Nullpunkt in unendlicher Entfernung (SatzG*J; da dies zugleich der Schmt^imfct 
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jener Ebene mit der anderen der beiden reciproken Geraden ist, so muBs letztere Gerade parallel 
zu jener Ebene sein und es kann folglich eine, zu jener parallele Ebene durch sie gelegt werden. 

»12. Die Parellelebenen, welche durch zwei reciproke Gerade gelegt werden, sind zugleich paraUel 
zur Centralaxe, schneiden also die orthographische Ebene in parallelen Geraden. 
In dieser Eigenschaft stimmen also zwei reciproke Gerade mit den zwei sich kreuzenden Geraden 
überein, in denen die beiden Kräfte liegen, auf welche ein System beliebiger Krilfte im Raum zurück- 
geführt werden kann, Aber die Uebereinstimmung geht noch weiter: Es lässt sich, wie sogleich 
gezeigt werden soll, beweisen, dasa je zwei reciproke Gerade zwei Kräfte enthalten, durch welche das 
gegebene System von Kräften im Räume ersetzt werden kann, 

§ 63. Polarebene und Pol. — Nach der Definition des vorigen Paragraphen ist die Null- 
ebene fi eines Punktes M nichts anderes als die Ebene, in welcher das Gegenpaar mit der Momenten- 
axe U liegt, das zusammen mit der in M angreifenden, zur Centralaxe parallelen Resultante R des ge- 
gebenen Kräftesystenis dieses ersetzen kann. Indem man jenes Gegenpaar durch irgend zwei parallele 
f Kräfte von gleicher Grösse und entgegengesetztem Sinn darstellt, deren reducirtes Drehungsmoment U 
Im, und von denen die eine ebenfalls in M angreift, kann man letztere mit R zu einer Resultante 
Vereinigen, die mit der anderen Kraft des Gegenpaai's ein Paar sich kreuzende Kriifte bildet, dessen 
Wirkung mit der des gegebenen Kräftesystems übereinstimmt. Da nun den Kräften des Gegenpaars 
in der Nullebene jede beliebige Richtung und Grösse gegeben werden kann, wenn nur ihr Drehungs- 
moment immer gleich U ist. ao folgt dai-aus noch folgende Bedeutung der Nullebene und des Nullpunktes : 
1. Für jede durch einen Punkt M gelegte Kraft liegt die zugehörige, die mit ihr ein gegebenes 

Kräftesystem ereetzen kann, in einer durch diesen Punkt gehenden Ebene /( und 
1' Für jede in einer Ebene /* liegende Kruft geht die zugehörige, die mit ihr dieselbe Wirkung 

hat wie ein gegebenes Kräftesystem, durch einen bestimmten Punkt M der Ebene. 

Aus diesem Gesichtapunkto hat man den Punkt M auch den Pol der Ebene fi und die Ebene fi 

iUe Polarebene des Punktes M genannt. Die Bedeutung von Pol und Polarebeue ist aber genau 

Bieselbe wie die von Nullpunkt und Nullebene, und deshalb gelten die im vorigen Paragraphen auf- 

estellteu Sätze alle noch, wenn man die Worte Nullpunkt und Nullebene mit Pol bezw. Polarebene 

' rertauscht. 

Ist folglich g eine von zwei reciproken Geraden, wie sie im vorigen Paragraphen definirt worden 
sind, M ein Punkt in ihr mit der Null- oder Polarebene «, die durch die zweite Gerade g' geht; 
ist femer Mi ein zweiter Punkt der Geraden g, dessen Polarebene /*i also gleichfalls durch g' geht; 
BO mu88 für jede Kraft, welche durch M geht, die zugehörige in der Ebene ft und für jede durch M, 
gehende die zugehörige in ^i hegen. Für eine durch M und M, zugleich hindurchgehende, also 
in g liegende Kraft muss also die zugehörige in den Ebenen ft und ju' zugleich, d. h. in der 
Geraden g' liegL>n. 

^2. Je zwei sich kreuzende Kräfte, welche ein gegebenes Kräftesystem im Raum in seiner Wirkung 
ersetzen können, liegen in zwei conjugirten oder reciproken Geraden dieses Systems, 
2* Je zwei reciproke Gerade eines Systems von Kräften im Baum enthalten ein Paar zusammen- 
gehörige Kräfte, welche jenes System ersetzen können. 
Da nun die eine von zwei reciproken Geraden im Allgemeinen willkürlich angenommen werden 
n, die andere aber alsdann vöHig bestimmt ist, so folgt noch : 
3. Ein gegebenes Kräftesystem im Raum kann im Allgemeinen durch zwei sich kreuzende Kräfte 
ersetzt werden, von denen die eine in einer willkürlich angenommenen Geraden liegen kann. 
Durch Annahme jener Geraden ist aber dann das Paar sich kreuzender Kräfte völhg bestimmt, 
Denn zu der angenommenen Geraden gibt es nur eine reciproke, die man findet, indem man durch 
zwei Punkte jener die Null- oder Polarebenen legt und deren Schnittlinie bestimmt. Legt man ala- 
1 durch beide reciproke Gerade Parallelebenen, die von selbst parallsl zur Centralaxe werden, 
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und sucht man deren Schnittlinien mit der ortbographiscben Ebene, so darf man in dieselben nur 
zwei gleiche und entgegengesetzte Klüfte eines Gegengaares legen, dessen reducirtes Drehung- 
moment gleich der Minimal-Momentenaxe Uo ist. Jene Kräfte sind hierdurch vollBtäiidig bestimnu. 
die orthogonalen Projectionen derselben auf die bereits gefundenen reciprokeu Geraden sind die 
gesuchten zusammen gehörigen Kräfte. 

Aus den beiden Ausnahm sfallen in den Sätzen 10 und 11 des vorigen Paragraphen folgt: 

4. Kin System gegebener Kräfte im Räume kann nii'ht durch zwei solche sich kreuzende Kräfte 
ersetzt werden, von denen die eine parallel zur Centralaxe ist; die andere müsste in nnettd* 
lieber Entfernung liegen. 

h. Ein System gegebejier Kräfte im Räume kann picht durch zwei solche sich kreuzende Krifte 
ersetzt werden, von denen die eine in einer Geraden liegt, um welche das Gesammtdrebtug»- 
moment der gegebeneu Kräfte gleich Null ist. 

g <t4. Zusammensetzung der Kräfte im Räume ohne Zuliiiltenaiime der G«g«> 
pure. — Die beiden sich kreuzenden Kräfte, durch welche ein System beliebiger Kraft« im Baon» 
erKPtzt werden kamt, können aus diesen auch direct, ohne Zuhülfenahme von Gegenpaaren gefuiiileD 
werden und zwar auf verschiedenen Wege«; 

n) Man zerlege die erste der gegebenen Kräfte. ?, (Fig. IS''' Taf. V), in einem beliebig« 
ihrer Punkte I, den man als ihren Angriffspunkt betrachtet, auf die am Schlüsse des § 14 angegebfOf 
Weise in drei Compotionteti. von denen die eine. S, . an Grösse, Richtung und Sinn beliebig augenofflOiMi 
werden darf, während die /wette, T,, durch einen willkürlich angenommenen Punkt () geht, und dis 
dritte, S',. die gerade Linie, in welcher die zweite der gegebenen Kräfte. P,, wirkt, schneidet. In 
diesem Schnittpunkte II , di^n man als Angriffspunkt von P, nehmen kann . zerlegt man alsdano 
diese Kraft auf die nämliche Weise in drei Componenten, von denen die erst^, S,, der Cnmponente 8, 
aus der ersten Kraft gleich und in derselben geraden Linie entgegengesetzt ist. während die «weite 
wieder durch den Punkt geht und die dritte die Kraft P, schneidet. In dem Schnittpunkte K 
zerlegt man dann die Kraft P, in derselben Weise u. s. w. Die letzte Kraft, P„, aber xerlegt um 
in dem Schnittpunkte der viirauBgehetiden Gomponente S,_, mit ihr wiederum in drei Com- 
ponenten, von denen die eijie. S,, der Componente S.^, gleich und in derselben geraden Linie <irt- 
gegengesetzt ist. die andere T. durch den Punkt geht und die dritte, S,, die erste Component* 
der ersten Kraft, S, , schneidet. 

Alsdann können die erste und letzte Componente, Si und S„, in eine Itesultanle S Tereitügt 
werden; die in den Verbindungslinien der Angriffspunkte 1, II, III. .. wirkenden Componenten S', undS,, 
Sj und S, u. s. w. bis S'„^, und R. heben sich gegenseitig auf; und die durch den Punkt O gebenden 
Componenten T,, T,, T,... können mit ihren Angriffspunkten in diesen Punkt verlegt und in eine 
Resultante T vereinigt werden. S und T sind folglich die beiden, im Allgemeinen sich kreuzenden 
Kräfte, welche das gegebene Kräftesystem ersetzen. Wenn beide in einer Ebene liegen, oder *cnn 
eine von ihnen Null wird, d. h. wenn die beiden Kräfte S. und S, entweder, oder die Kräfte T,, T,. T,..' 
unter sich im Gleichgewicht sind, so lässt sich das gegebene Kräftesystem in eine einzige Beaultant« 
vereinigen. Sind S und T parallel zu einander, von gleicher Grösse, aber entgegengesetztem Sinn, 
80 ist das Resultat der Vereinigung ein Gegeupaar. Das gegebene Kräftesystera ist endlich Im Gleich- 
gewicht, wenn S und T, jede einzeln, Null werden, oder wenn sie gleichgross und in derselben 
geraden Linie einander entgegengesetzt sind. 

Die Zerieguug'der Kräfte P, , P,, P, ... wird, wie im § 14. am besten mittelst einer HUlfsfipar 
(Fig, 19' Taf. V) vorgenommen. Man bekommt dann für jede dieser Kräfte ein unebenes Viereck 
als Kräft^polygon . dessen Schlusslinie die zerlegte Kraft ist. Das Viereck für Pi ist mit 0011 
bezeichnet; seine Seiten sind an Grösse, Richtung und Sinn gleich den in sie eingeschriebenen Kräften 
In dem für die Zerlegung der Kraft P, zu zeichnenden Viereck ist die erste Seite gleich und parallel 
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der letzten Seite dee vorigen Vierecks, nur iLr Sinn ist entgegengesetzt. Folglich kann das zweite 
Viereck 1 1 2" 2 an das erste so gelegt werden . das» beide jene Seite gemeinschaftlich haben. Auf 
gleiche Weise kann dann das dritte Viereck an das zweite gelegt werden u. s. w. So erhält man 
eine polyedrische Oberfläche, deren sich an einander anschliessende Kanten Ol, 12, 23... nichts 
anderes, als das Kräftepolygon aus den gegebenen Kräften P, . P,, Pa... bilden, dessen Schluss- 
linie Un oder K wieder die Resultante des gegebenen Kräftesystems der Grösse, der Richtung und 
dem Sinne nach vorstellt. Ebenso schliesaen sich die Kanten 0' 1', 1'2', 2' 3'... an einander an; sie 
bilden das Kräftepolygon der Componenten T,. Tj, T,.,,. welche eämmtlich durch den Punkt 
gehen; dessen Schlusslinie O'ii' ist folglich gleich der Resultante T der Grösse, der Richtung und dem 
Sinne nach. Wenn diese Resultante (/ n' mit den Componenten S, und S, an einander gereiht wird, wie 
sich dies in Fig. 19* von selbst ergibt, so erhält man wieder ein Kräftepolygon, dessen Schlusslinie R 
ist, und es ist ja auch klar, dass die Componenten S„ und S[ mit T, wenn sie sämmtlich parallel 
mit sich selbst in einen Punkt verlegt und dort zusammengesetüt werden, dieselbe Resultante R geben 
müssen, wie die ui'sprUnglicIi gegebenen Kräfte P, , P,, Pj..., wenn auf gleiche Weise mit ihnen 
»■erfahren wird. 

Die Figur 1»'', eine Pyramide mit der Spitzte und den Seitenflächen Olli, II III et^-., eut- 
sprichl offenbar für obige Zusammensetzung von Kräften im Räume dem Seilpolygon von Kräften in 
der Ebene. Man nennt sie deshalb Seilpyramide'). Ebenso entspricht die polyedrische Ober- 
fläche Fig. 19' dem Kräftepolygon in der Ebene; man nennt sie deshalb Kräftepolyeder*). 
Der Kräftezug 0' ['2',.. vertritt in demselben die Stelle des Poles im ebenen Kräftepolygon und beisst 
desshalh passend Polfigur; die Verbindungslinien 00', U', 2 2' etc. werden Seiteukanten genannt. 

Die Figuren 19* und 19'' Taf. V sind zunächst nur als Bilder der betreffenden Figuren im Räume 
zu betrachten. Sie sind, mit Weglassung aller Constructionslinien, die ersten Risse dieser Figuren. 
Die Conatruction selber muss natürlich mit den Hülfsmitteln der darstellenden Geometrie in den 
beiden Tafeln eines Projectionssyatems durchgeführt werden. Man sieht dann leicht, dass sie keines- 
wegs einfacher ist als die im § 59 gelehrten. 



b) Wenn man , behufs Ver- 
einigung der Kräfte P, , Pj . . . 
(Fig. 47) im Räume, einen beliebi- 
gen Punkt und eine beliebige 
Ebene /< annimmt, so sind dadurch 
die Ebenen, welche durch jenen 
Punkt und die Kräfte P,, P,... 
gehen . sowie deren Schnittlinien 
mit der Ebene fi bestimmt. In 
diesen Schnittlinien liegen die 
Schnittpunkte A, , A, , . , der 
Kräfte mit der Ebene (t. welche 
Schnittpunkte auch als Angriffs- 
punktederKräfte genommen werden 
können. Verbindet man sie mit dem 
Punkte und zerlegt die Kräfte 
P, , P»... in je zwei Componen- 
teo, von denen die einen, V, , V, . . ., 



Fig. 47. 




1) Le>y, SlELtiiiuc graphii|ue. Pnrla 1874. g 188. 

3) Stflinei, die graphUche ZusuanenBetzung der Krftfte. Wien IBTti. § 9. 
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in den Schnittlinien A^N,, AjNj..., die anderen, T,, T,..., in den Verbindungslinien A',0, A^O.,, 
liegen, so erhält man statt dee ursprünglichen Kräftesystems zwei, von denen das eine. Vi, Vi..., 
in der Ebene /< liegt, während Bämmtliche Kräfte T, , T,... des anderen durch einen und denselben 
Punkt gehen. Im Allgemeinen ergeben jene Kräfte eine, mittelst Kräfte- und Seilpoljgon in der 
Ebene ft zu constiuirende Resultante V und diese eine Resultante T, die durch den Punkt geht 
V und T sind wieder die beiden, im Allgemeinen sich kreuzenden Kräfte, welche das gegebene Kräfte- 
sjstera im Räume ersetzen können. 

Rückt der Punkt immer weiter von der Ebene i* weg, bis er zuletzt in unendliche Entfer- 
nung zu liegen kommt, so weiden die Componenten T, , T, ... parallel zu einander und können im 
Allgemeinen in eine, zu ihnen parallele Resultante vereinigt werden, wie es speciell noch im nächsten 
Abschnitt gezeigt werden wird. Diese bildet dann mit der Resultante V in der Ebene ti das Paar 
sich kreuzende Kräfte, welches dieselbe Wirkung hat wie die gegebenen. — Rückt im Gegentkeil 
die Ebene fi immer weiter von dem Punkte weg und zuletzt in unendliche Entfernung, so nerdeu 
die Componenten T, , T, ... parallel zu den Kräften P, , P, ... und ihnen gleich, während die Com- 
ponenten Vi, V,... unendlich kleine Kräfte in der unendlich fernen Ebene und anf bekannte Weise 
durch Gegenpaare und deren Momentenaxen bestimmt werden. Das im § ö9 benützte Verfahi-en zuj 
Vereinigung von Kräften im Raum ist also eigentlich nur ein specieller Fall des obigen. Wenn die 
Constructionen bei diesem letzteren wieder, wie es ja sein muss, in den beiden Tafeln eines Pro- 
jectionssystems ausgeführt werden, so sieht man, dass es ebenfalls nicht einfacher als die im § 5S( 
gelehrten Methoden ist, 

§ 65. Bei beiden eben behandelten Methoden der Vereinigung von Kräften im Räume zu einem 
Paar sich kreuzende Kräfte kann von der einen dieser letzteren ein Punkt, ihr Angriffspunkt, gegeben 
werden. Ist T (Fig, 48) diese Kraft mit dem gegelieoai 
Angriffspunkt und S die zugehilrigo zweite, so ist eiae 
Ebene ili bestimmt, welche durch letztere und durch den 
Punkt U hindurchgeht. Zieht man durch eine zweite, 
von OT verschiedene, sonst beliebige Gerade 0', so 
schneidet die Ebene, welche durch sie und durch OT 
gelegt wird, die Ebene to in einer bestimmten Geraden 
und die Kraft S in einem gewissen Punkt A, in welchen 
der Angriffspunkt dieser Kraft verlegt werden kann. 
Alsdann Jiann die Kraft T in zwei Componentea zerlegt 
werden, von denen eine, t^, in jener Scbnittgeradeu. die 
andere, T', in der Geraden 0' liegt. Erstere kann mit 
ihrem Angriffspunkt nach A verlegt und dort mit S in eine Resultante S' vereinigt werden, so dass 
also die beiden sich kreuzenden Kräfte S und T durch die sich kreuzenden Kräfte S' und T' ersetzt 
sind, von denen die eine, T', durch zwei willkürlich angenommene Punkte und 0' geht. 

Es kann somit ein gegebenes Kräftesjstem im Räume durch zwei sich kreuzende Kräfte ersetzt 
werden, von denen die eine in einer gegebenen geraden Linie Ü 0' liegt. Dass aber durch diese 
Bedingung beide Kräfte, die in 0' liegende sowohl als die andere, völlig und unzweideutig bestimmt 
sind, ist leicht zu beweisen. Denn würde mit der in 0' liegenden Kraft T' eine andere als S', 
etwa S", das gegebene KräftesysLem ebenfalls ersetzen können, so müsste das letztere Paar von 
Kräften, T' und S", wenn jede in ihrer Wirkungslinie entgegengesetzt von gleicher Grösse genommen 
wird, das erstere Kräftepaar T' und S' im Gleichgewicht halten. Die in 00' liegenden beiden Kräfte 
sind aber für sich im Gleichgewicht, folglich müssen es auch S' und — S" sein, was nur der Fall 
ist, wenn sie einander gleich und in derselben geraden Linie entgegengesetzt sind; S" rauss alsn 
identisch mit S' sein. — Gäbe es aber in der geraden Linie 0' noch eine zweite, von T' verschiedeae 
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■alt, T', welche mit eiuer anderen als S , mit S", das gegebene Kräftesystem ersetzen könnte, dann 
^Qssten wieder die, in ihren Wirkungslinien eiitgcgengi'aelzt und von gleicher Grösse genommenen 
jäfte T" und S", nämlich — T'iind— S'. den KräfU-n T und S' das Gleichgewicht halten. T und 
-T" geben aber eine Resultante in derselben Geraden 00, in der sie liegen, die also mit den 
Kräften S' und — S" im Gleichgewicht sein mtlsste. Das kann aber im Allgemeinen nicht sein, 
hierzu die drei Kräfte in einer Ebene liegen und die Resultante aus zweien gleich und 
in derselben geraden Linie entgegengesetzt der dritten sein inüsste, wahrend der Voraussetzung 
_Qach die Geraden, in denen S' und 1" liegen, zwei sich kreuzendt' Linien sind. 

Für ein gegebenes Kräftesystem im Ilaume entspricht also irgend einer Geraden iu bestimmter 
{(eise eine zweite: wenn die eine eines Paars sich kreuzender Kräfte, durch welche jenes Kräftesystem 
setzt werden kann, in der einen dieser Geraden liegt, so liegt die andere in der zweiten Geniden, 
mes Paar gerade Linien sind folglich die reciprukon oder conjugirten Geraden, die wir schon in 
i fi2 und (53 kennen gelernt haben: Wenn in Kig. 48 der Geraden 00' alle möglichen Rich- 
SUngen ausserhalb der Ebene m gegeben werden, so findet man immer eine Kruft T, die durch 
geht, und eine zugehörige Kraft S', welche in der Ebene w liegt. Der Punkt ist der Pol der 
Ebene u, und It^tztere die Polaiebene des Punktes etc. etc. 

fc§ fiO. Reciproke Polyeder. - Aus Fig. 4i^ folgt sofort noch, dass den beiden sich schneidenden 
raden T und T' als conjugirte zwei andere sich schneidende Gerade 8 und bezw. S entsprechen, 
ä zwar so, dass die Ebene der beiden ersten durch den Schnittpunkt der letzteren gebt und 
amgekehrt die Ebene durch letztere beide Gerade den Schnittpunkt der beiden ersten enthält. Man kann 
dies auch aus den Sätzen Über Pole und Polarebenen nachweisen, denn oifenliar ist nicht bloss 
der Pol der Ebene w. sondern auch A der Pol der Ebene «. die durch T und T geht. Daraus 
t nun weiter: 

1. Einem unebenen geschlossenen Polygon entspricht ein anderes, ebenfalls geschlossenes so, 
dass zweien aufeinander folgenden Seiten des ersteren zwei aufeinander folgende Seiten des 
zweiten conjugirt sind und umgekehrt, und dass die Ebenen durch je zwei auf einander 
folgende Seiton des ersteren Polygons durch den Schnittpunkt der ihnen conjugirten Seiten 
des zweiten Polygons gehen und umgekehrt, dass die Ebenen durch zwei aufeinander folgende 
Seiten des zweiten Polygons die Schnittpunkte der diesen Seiten conjugirten im ersten 
Polygon enthalten. 

Aus den Sätzen des § 63 folgt ferner sehr einfach : 

2. Liegt ein geschlossenes Polygon in einer Ebene , so entspricht jeder Seite desselben als 
conjugirte eine Gerade, welche durch den Pol jener Ebene geht, also dem ganzen Polygon 
von n Seiten ein n-Kant. dessen Spitze der Pol der Polygonebene ist; die Ebene durch je 
zwei auf einander folgende Kanten des n-Kantes geht durcli denjenigen Eckpunkt des Polygons, 
welchen die diesen Kanten conjugirten Seiten desselben gemeinschaftlich haben. 

2' Umgekehrt entsprechen den n, von einem Punkt ausgehenden Kanten eines n-Kantes als 
conjugirte n Gerade in einer und derselben durch die Spitze des n-Kantes gehenden Ebene 
so, dass die Ebene durch je zwei auf einander folgende Kauten des n-Kantes durch die 
Schnittpunkte der ihnen conjugirten Linien gehen, und somit schliesst sich das Polygon aus 
den Linien der Ebene, wenn das n-Kant als geschlossenes genommen wird. 
Sind ABCD... und A'BC'D... {Fig. 49) zwei an einander grenzende Seitenflächen eines 
ebeufiächigen Polyeders, geschlossene Polygone mit der gemeinschaftlichen Kante BC, so entspricht 
dem Polygon ABCD... ein Vielkant von eben so vielen Kanten, als jenes Polygon Seiten hat, 
dessen Spitze der Nullpunkt M der Ebene u jenes Polygons ist. Ebenso entspricht dem Polygon 
A'BCD'... ein Vielkant, dessen Spitze der Nullpunkt M' der Ebene/«' dieses Polygons ist. Beide 
Vielkante haben diejenige Kaute, welche der gemeinschaftlichen Seite BC der Polygone cüi^ugiit 
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ist, gemeinBcbaftlich ; es ist dies also die Verbinduugslinie der Nullpunkte M, M' der beidea Ebeaen (i. f» , 
was auch direct aus den Sätzen di^H tj 62 hervorgeht. Die Seitenfläche des Vielkaotes mit der 
Spitze M, welche durch MM' und durch die dieser Kante vorausgehende, der Seite AB conjugirte Kante 
Fig. 4!). geht, musä den Schnittpunkt B der Seiten BC und AB enthalten; ebenso 

die Seitenfläche des Vielkantes M', welche durch MM und durch die 
ihr vorausgehende, der Seite AB conjugirte Kante dentelben gelegt wird. 
Beide Seitenflächen lallen also in der Ebene MM'B zusammen. Ebenso 
fallen die beiden Seitenflächen der Vielkante M. M', welche durch die 
Kante MM' und die darauf folgenden, den Seiten CD und CD' conju- 
gii-teii gehen, in eine Ebene, in die Ebene MM'C. Dabei ist B der 
Nullpunkt der Ebene MM'B, und in letztere fallen folglich die Conju- 
girten der von B ausgehenden Kanten des Polyeders, und bilden die- 
selben in ihr ein geschlossenes Polygon mit MM' als Seite und im Ganzen 
' eben so vielen Seiten, als von der Ecke B Kanten ausgehen. Das Gleiche 

gilt für die Ecke C und ihre Nullebene M M' C. Die in beiden Ebenen MM'B und MM'C gelegenen 
geschlossenen Polygone haben die Kante MM' gemeinschaftlich. 

Zu demselben Resultat wären wir gelangt, wenn wir von zwei benachbarten Ecken eines Poly- 
eders mit gemeinschaftlicher, sie verbindender Kante ausgegangen wären. 

Verfähi-t man so mit jedem Paar an einander grenzenden Seitenflächen und mit jedem Paai 
unmittelbar benachbarte, d. h. durch eine Kante verbundenen Ecken eines einfach geschlossenen 
und zusammenhängenden (Euler'sehen) ebenflächigen Polyeders, so sieht man: 

3. Jedem solchen Polyeder entspricht ein anderes, eben solches Polyeder . dessen Ecken die 
Nullpunkte der Seitenflächen, dessen Seitenflächen die Nullebenen der Ecken und dessen 
Kanten die Coujugirten der Kanten des ersten Polyeders sind; und umgekehrt steht das erste 
Polyeder in derselben Beziehung Kum zweiten. Deshalb heisst man solche zwei Polyeder 
reciproke Polyeder. Jeder Seiteufläche des einen, die ein geschlossenes Polygon von 
n Seiten ist, entspricht eine in ihr liegende Ecke des anderen Polyeders, von der n Kanten 
ausgehen, und durch jede Ecke des einen Polyeders, von der k Kanten ausgehen, geht eine 
Seitenfläche des anderen Polyeders , in der ein geschlossenes Polygon von k Seiten H^; 
jeder Kante des einen endlich ist eine Kante des anderen conjugirt. 

Hat folglich das eine Polyeder p Seitenflächen, p' Ecken und n Kanten und ist daher nach dem 
Eul er 'sehen Satz 

P + P' — n ^ 2 
so hat das reciproke Polyeder p' Seitenflächen, p Ecken und ebenfalls n Kanten und ist desshalb 
auch für dieses 

p' + p — n =- 2. 
Ausserdem folgt unmittelbar: 

4. Jedes von zwei rociproken Polyedern ist dem anderen zugleich um- und einbeschrieben. 

Da die entsprechenden Kanten zweier reciproken Polyeder conjugirte Gerade eines Kräftesystems 
im Raum sind, so sind ihre Projectionen auf die orthographische Ebene des Kräftesystems parallele 
Linien. Die Projectionen zweier reciproken Polyeder auf die orthographische Ebene des Kräfte- 
sytttems sind also geradlinige Figuren, deren entsprechende Reiten parallel sind, und die man beide 
auch parallel aus einander schieben kann, ohne dass sie diese Eigenschaft verlieren. Noch mehr: 
jede dieser Figuren besteht aus Polygonen, Knotenpunkten und Seiten so, dass jede Seite zweien 
Polygonen zugleich und nur zweien angehört und selber die Verbindungslinie zweier Knotenpunkte 
und nur zweier Knotenpunkte ist, und dass jedem geschlossenen Polygon der einen Figur ein Knoteu 
mit HO viel von ihm ausgehenden geraden I^luien in der andern Figur entspricht, als jeuea 
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Polygon Seiten hat, und umgekehrt jedem Knoten mit k voo ihm ausgehontien Seiten in der einen 
Figur ein geschlossenes Polygon von k Seiten in der anderen; kurz, beide Figuren sind reciprok in 
dem Sinne, wie wir ihn schon in den t;g 20 und 3ö Hiigewendet haben. 

5. Die Projectionen zweier rcciproken Polyeder auf die orthographische Elieue sind reciproke 
Figuren. 
^L 6" Zwei reciproke Figuren in einer Ebene können als orthogonale Projectionen zweier recipvoken 

^B Polyeder betrachtet werden, die einem Kräftesystem im Kaum angehören, und dir gegebenen 

^H Falk durch paralleles Zusammcuschiehen nur noch in die richtige gegenseitige Lage ge- 

^H bracht werden müssen. 

^B So können z. ß. die Figuren 14" und IV- (S. 9) als Projectionen zweier Tetraeder angesehen werden. 

^T)er Spitze C des einen entspricht die Seitenfläche I« II des anderen, und der Seitenfläche 012 de« 
ersten die Spitze u des zweiten u. s. w. 

Ebenso kanJi Fig. 26" (S. 27) als Projection einer Pyramide mit der Spitze C und der ebenen 
Qruadflüche 12...H aufgefasst werden. Das zu ihr reciproke Polyeder (Fig. 26'') hat eine, der 
Spitze C entsprechende ebene Seitenfläche III... VI, ein Polygon vmi eben so vielen Seiten, als das 
Vielkant C Kanten hat; der Grundfläche 12...(j aber entspricht die Ecke n, wieder mit eben 
so vielen Kanten , ala jene Seiten hat. Der Pyramide in Fig. 26' entspricht also eine reciproke 
Pyramide (Fig. 2(j"), deren Spitze (in die gehörige Lage gebracht) der Pol der Grundfläche jener 
Pyramide, und deren Grundfläche die Polarebene der Spitze jener ist. 

Betrachtet man in Fig. 27 (S. 27), in dem Kräfte- und Seilpolygon lür Kräfte in einer 
ibene, die sich nicht in einem und demselben Punkt schneiden, die Fig. 27* als Projection einer Pyramide 
bil der Spitze C und der unebenen Grundfläche 12345, so entspricht der Spitze G ein ebenes 
rolygon I II III IV V Fig. 27'' mit eben so viel Seiten, als von jener Spitze Kanten ausgeben, 
fem unebenen Polygon 1234 5 aber entspricht ein unebenes Polygon abcde, das geschlossen ist, 
jne jenes , und dessen Seiten durch die Ecken des ebenen Polygons I 11 III IV V gehen. Denn 
der That müssen z. B. die reciproken der drei in einer Ebene liegenden Seiten 02, 2 3 
ind y C , welche in Fig. 27" bezw. mit 8, s, b bezeichnet sind , durch einen und denselben Punkt 
geben, also die reciproke 3 (Fig. 27'") zur Seite 3 (Fig. 27') durch den Schnittpunkt III der Seiten e und « 
des ebenen geschlossenen Polygons I li III IV V. — Aber das Polyeder in Fig. 27» ist kein eben- 
flächiges mehr und die F'ig. 27'' ist überhaupt nicht mehr die Projection eines Polyeders, da dieses 
iken a. b, c. mit nur zwei Kanten haben müsste. 

Man beseitigt diese Mängel, wenn man. wie in Fig. 4 Taf. II geschehen, noch einen zweiten 
^I C des Kräftepolygons hinzunimmt. Dann kann diese Figur als Projection einer Doppel- 
^ramide mit den Spitzen C und C' und durchweg ebenen dreieckigen Seitenflächen aufgefasst 
tti'den, welche ein reciprokes Polyeder hat. Den Spitzen C, C entsprechen ebene, geschlossene 
WygoneIII.,V und I' 11'.. V im reciproken Polyeder (Fig. 4^). Die gleichnamigen Ecken der- 
lAben sind durch die Reciproken I V, II 11' etc. der Randlinien Ol, 12 etc. der Doppelpyramide 
irbunden. Da von jeder Ecke 1,2... dieser Randlinien vier Kanten ausgehen, so sind die denselben 
Entsprechenden Vierecke IT 11' II, II 11' III' III etc. ebene Vierecke. Die Seiten I 11 und I' 11', 
dann II III und IT III' eti\ derselben schneiden sich folglich in einer und derselben geraden Linie, 
in der Schnittlinie der ebenen Deckflächen 1 II., V und I 11'.. V, welche zur Verbindungslinie der 
Pole C, C reciprok ist. Deshalb müssen sich auch die Projectionen jener Kanten, d. h die gleich- 
namigen Seiten der beiden Seilpolygone III... und I'H'... auf einer und derselben geraden Linie 
schneiden, die parallel zur Verbindungslinie der Pole C, C ist, ein Satz, den wir schon im § 29 auf 
anderem Wege bewiesen haben. 

Aebnlich können die Figuren ö' und 6'' sowie 6» und li'' auf Taf. II als Projectionen reciproker 
Polyeder betrachtet werden. 
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§ 67. Von busondeier Wichtigkeit ist, der später davon zu machenden Anwendungen auf die 
Fachwerke halber, eine gewisse Art von reciprokeu Polyedern, die wir nun betrachten wollen. 
Denken wir uns von einem geschlossenen Eulerschen Polyeder nach einer aus auf einander folgenden 
Kanten gebildeten, unebenen geschlossenen Linie ein Stück, eine Art von polj-edriscber Haube ab- 
geschnitten. Jene Linie, durcli welche es gescbielit, wollen wir kurz den Bord dieser polyedrischen 
Haube nennen. Die Ecken dieses Bordes verbinden wir mit einem Punkt C ^Fig. 21» Taf. VI) im 
Raum, mit einer Spitze, und erhalten so wieder ein vollständiges geschlossenes Polyeder, dessen 
reciprokes leicht zu erbiilten ist. Der Spitze C entspricht ein ebenes Polygon I1I..V (Fig. 21''), 
dem unebenen Bord 12,. 5 ein unebenes geschlossenes Polygon, dessen Seiten denen jenes Borde^s 
con,jugirt sind und durch die Ecken l. 11.. V jenes ebenen Polygons gehen. Von jeder dieser Ecken 
gehen also drei Linien aus, welche den drei Seiten der Dreiecke entsprechen, welche um C herum- 
liegen. Je zwei aufeinander folgende jener Linien, die von zwei aufeinanderfolgenden Eckpunkten 
des ebenen Polygons I 11. .V ausgehen und zweien auf einander folgenden Seiten des unebenen 
Bordes 12.. 5 conjugirt sind, müssen sich schneiden; liegen also mit der zwischenliegenden Seite 
des ebenen Polygons III. .V in einer Ebene und bilden mit dieser Seite einen Theil des Umfanges 
Jenes ebenen Polygons, das der betr. Bordecke in Fig. 21') entspricht. So liegen also um das ebene 
Polygon in..V herum Polygone, denen sich wieder andere anschliessen können, und welche zix- 
sammen den der polyedrischen Haube entsprechenden Theil des reciproken Polyeders bilden. 

Man sieht, die Figuren 21* und 21'' Taf. VI sind wieder nichts anderes als Kräfte- und Seil- 
polygon für Kräfte in einer Ebene, die sich nicht in einem und demselben Punkt schneiden, wie 
die Figuren 27' und 27'' (S. 27) auch. Aber in Fig. 21" ist das Kräftepolygon durch ein Netz TOn 

Linien 11,12 17 aiisgefftllt, denen in Fig. 21'' ein NetK von Linien ii.ia..,i7 entspricht, die zwischen 

solchen Kräften P,, P.;,,Ps genogen worden sind, welche sich im Gleichgewicht befinden, oder TOD 
denen die eine die Resultante der übrigen ist. Die Bedeutung dieses letzteren Netzes als Fachwerk 
worden wir im letzten Abschnitt würdigen. 

§ 68. Gleichgewichtsbedingnngen für Kräfte im Räume. — Die Bedingungen, unter 
denen ein System von Kräften im Ranrae im üleichgewicbt ist. lassen sich am einfachsten aus dea 
Resultaten der im § 59 gelehrten Zusammenaetzungsmethode entwickeln. Wird die Resultante li der nach 
einem und demselben Punkte verlegten Kräfte Null, schliesst sich also das Kräftepolygon aus ihnen, w 
ist die Wirkung sämmtlicher Kräfte gleich dej- des Resultanten-Gegenpaares, das durch die Resultanten- 
axe U vollständig bestimmt ist. Wird R nicht Null, d^egen U, schliesst sich also das Axenpoljrgon. 
so lassen sich sämmtliche Kräfte in die eine, R. zusammenfassen, die zufilllig durch den willkürlich 
gewählten Punkt O geht. Das letztere, nämlich dass sich alle Kräfte in eine einzige Resultante 
zusammenfassen lassen, ist, wie wir bereits am Anfang des § 60 gezeigt haben, auch dann der Fall, 
wenn R und U senkrecht auf einander stehen, Ist endlich sowohl die Resultante R, als auch die 
lies ul tauten axe U gleich Null, schliesst sich also das Kräfte- und das Axenpolygon, su 
halten sich die Kräfte das Gleichgewicht. 

R ujid U sind aber Null, wenn ihre Piojectionen auf drei Axen, die nicht alle i» einer Ebene 
liegen, also die algebraischen Summen der ProjeCtionen der Seiten der Polygone, deren Scfalusslinien 
sie sind, auf solche drei Axcn Null werden. Daraus folgt also: 

1. Kräfte im Räume sind im Gleichgewicht, wenn sowohl die algebraischen Summen ihrer Pro- 
jectionen auf drei Axen, die nicht alle in einer Ebene liegen, als auch die algebraischen Summen 
ihrer Drehuugsmumente um solche drei Axen Null sind; 

oder mehr im Sinne der graphischen Statik gesprochen: 

2. Kräfte im Räume sind im Gleichgewicht, wenn sich sowohl die Kräfte- als auch die S«il- 
polygone aus ihren Projectionen auf jede von drei sich schneidenden Ebenen schliesseu. ,, 
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§ 69. Zerlegung der Kräfte im Räume; KräftetetraMer. — Wie ein System von Kiäften 
im Räume in ein Paar sich locuzpinie Kräfte oder in eine Kesultante und ein zugehöriges Gegen- 
paar vereinigt werden kann, ßo lassen sich umgekehrt diese wieder durch ein System von Kräften 
im Räume ersetzen. Diese letzteren können dann natürlich noch mannigfaltigen Bedingungen unter- 
worfen werden; aus der grossen Anzahl von Fällen und Aufgaben, die sich hiernacli ergeben, heben 
wir nur eineu Fall heraus, den nämlich, wo ein Paar sich kreuzende Kräfte oder eine Kraft und 
ein zugehöriges Gegenpaar durch sechs Kräfte im Räume ersetzt werden sollen, welche in den Seiten 
eines beliebigen, gegebenen Tetraeders liegen. Dass diese Aufgabe möglich und bestimmt ist, und 
nie sie gelöst werden kann, wollen wir sogleich zeigen; wir bemerken nur noch, dass das Tetraeder 
mit deo sechs in seinen Kanten liegenden Kräften Kräftetetraeder genannt wird. 

a) Sind zwei sich kreuzende Kräfte gegeben, so lege man durch jede derselben und durch eine 
Spitze S des Tetraedei's eine Ebene, welche beide sich in einer durch diese Spitze gehenden Ge- 
raden 1 schneiden. Die der Spitze S gegenüberliegende Seitenfläche des Tetraeders schneide jene 
Ebenen nach den Geraden g und g', die sich selber wieder in einem Punkte S, der Geraden 1 treffen. 
Hau verlege dann in jenen beiden Ebenen die Angriffspunkte der gegebenen Kräfte in ihre Schnitt- 
punkte A und A' mit den Geraden g und g', zerlege sie hier in je zwei Componenten, von denen die 
eine in der Geraden g bezw. g', die andere in der Verbindungslinie SÄ bezw. SA' liegt. Die beiden 
letzteren Componenten können alsdann in eine Resultante mit dem Angriffspunkt S vereinigt werden, 
die wiederum in völlig bestimmter Weise nach den in S zusammenstossenden drei Seiten des Tetra- 
eders in drei Componenten zerlegt werden kann. Die vorhin erhalteneu, in den Linien g und g', 
also in der, der Spitze S gegenüberliegenden Seitenfläche des Tetraeders befindlichen beiden Com- 
ponenten, die sich im Punkte S, schneiden, können ebenfalls in eine Kesultante vereinigt werden, 
die, in jener Seitenfläche liegend, wieder in bestimmter Weise in drei Componenten zerlogt werden 
lann, welche in den in dieser Seitenfläche enthaltenen drei anderen Kanten des Tetraeders ge- 
legen sind. 

b) Ist die Kraft R und dat, zugehörige Gegenpaar mit der Momenteoaxe U gegeben, so verlegen 
wir jene Kraft parallel mit sich selbst in eine Spitze S des Tetraeders. Von derselben Spitze aus 
sieben wir die Momentenaxe V des durch jene Verlegung entstandenen Gegenpaars, sowie die 
ursprünglich gegebene Momentenaxe U, welche beide eine Rcsultantenase W geben. In der durch 
die Spitze S gehenden, auf W senkrechten Ebene zeichnen wir dann ein Gegenpaar so, dass sein 
reducirtes Drehungsmoment W ist und die eine seiner Kräfte durch S geht, während die andere in 
der Geraden liegt, in welcher die Gegenpaavsebene diejenige Seitenfläche des Tetraeders schneidet, 
die der Spitze S gegenüber ist. Letztere Kraft lasst sich in völlig bestimmter Weise in drei Com- 
ponenten zerlegen, die in den drei Kanten jener Seitenfläche des Tetraeders liegen. Die zweite Kraft 
des obigen Gegenpaars, welche durch die Spitze S geht, kann mit der nach dieser Spitze parallel 
mit sich selbst verlegten Kraft K vereinigt und die Resultante in drei Componenten zerlegt werden, 
welche in den drei von S ausgehenden Kanten des Tetraeders enthalten sind. 
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§ 70. Mittelpunkt paralleler Kräfte, Schwerpunkt. — Nach dem im § 48 bewicBenen 
Satze sind die Drehungsmouierite zweier Kräfte um einen Punkt ihrer Resuttante, alao die Prodncte 
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Fig, 50. 




e senkrechten Eatfernungen von diesem Punkte gleichgroBS, Bei zwei parallelen 
Kräften P,, P, (Fig. 50) fallen die Strecken er/*, und aß,. 
welche diese Entfernungen messen, in eine und dieselbe 
gerade Linie ft, ß, zusammen . als deren Abschnitte, ge- 
nommen zwischen der Resultante und der betr. Kraft, sip 
betrachtet werden köimen. Aus der Productengleichnog 
P, X aßi = P, X aß, folgt aber die Proportion 

P, : P, ^ ^, : ^ , 
d. h. die Resultante zweier paralleler Kräfte theilt eine 
zwischen ihnen gezogene und auf ihnen seoknchte 
Linie, folglich überhaupt jede zwischen ihnen gezogene 
Linie im umgekehrten Verbältniss jener Kräfte. Die« 
gilt natürlich auch für die Verbindungslinie ihrer An- 
giiFTspunkte A|, At, so dass sich also verhält: 
ATa;,: ATTA, = P, :P., 
ond dieser Satz ist ebensowohl für gleich- als auch für entgegengesetzt gerichtete parall^e Kräfte 
richtig. In letzterem Fall hat man den Theilungspunkt A,, nur ausserhalb der Endpunkte der Vw- 
bindungslioie AiA, , also stets auf Seite der grösseren Kraft zu nehmen. Die Resultante selbst tat 
parallel zu den gegebenen Kräften und gleich ihrer algebraischen Summe der Grösse und dem Vor' 
zeichen nach. Letzteres bestimmt den Sinn der Resultante. 

Dreht man nun die parallelen Kräfte unter Beibehaltung ihrer Grösse um ihre Angriffspunkte 
in solcher Weise, dass sie sich stets parallel bleiben, so geht für jede Stellung A,P|, A,Pj derselben 
die Resultante P,, durch den nämlichen Theilungspunkt A,, der Verbindungslinie der Angriffspunkte 
der Componenten hindurch; sie dreht sich also, wie die Componenten um ihre Angriffspunkte, um 
diesen Theilungspunkt, der desshalb der Mittelpunkt der beiden parallelen Kräfte heisst. 
Kommt zu den beiden Kräften Pi, P» noch eine dritte P, mit dem Angriffspunkt Aj hiuzu, su 
kann die Resultante der drei parallelen Kräfte dadurch gefunden werden, dass man die Mittelkraft V,, 
der beiden ersten Kräfte in gatiz gleicher Weise mit der dritten Kraft vereinigt wie jene beiden 
ersten Kräfte unter sich, wobei deren Mittelpunkt Ai, als Angriffspunkt der Mittelkraft P, , betrachtet 
werden kann. Geschieht das, so theilt die Gesammtresultante Pi-a die VerbinduugHlinie AkA« im 
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umgekelirten Verhältniss der Kräfte P., und P., Für dieaen Tlieilungspunkt gilt bezüglich dieser 
letzteren Kräfte oatUrlich dnsi^ethe wie für den Thoilungspunkt Ai , bezüglich der Kräfte P, und P, . 
Wenn folglich die drei parallelen Kräfte P,, P,, P, unter Beibehaltung ihrer Grösse und ihres 
Piuallelismus um ihre Angritfäpunkte Ai, A,, Aj gedreht werden, so dreht sich ihre KeBiilta.Dte, 
ihnen stets parallel bleibend, um den Punkt Ai-,. Diener heisst desshalh wieder der Mittelpu nkt 
der drei parallelen Kriit'te. 

Obige Ausführungen gelten natürlich ebenso, ob die drei Kräfte in einer Ebene liegen oder 
nicht; sie lassen sicli aucli sehr leicht auf vier und mehr Kräfte ausdehnen, und auf diese Weise 
gelangt man Ku dem llegriff des Mittelpunktes beliebig vieler paralleler Kräfte. Wenn 
solche Kräfte unter Beibehaltung ihrer firösse und ihres Paralldismus um ihre Angriffspunkte gedreht 
werden, so dreht sich ihre Resultante, ihnen stets p;trallel bleibend, um einen Punkt, den Mittel- 
punkt der Kräfte. Die Lage desselben hängt offenbar nur von der gegenseitigen Lage der Angriffs- 
punkte und von dem Grössenverhältnisse der gegebenen Kräfte ab, nicht aber von deren absoluter 
Grösse oder von ihrer Richtung. Wenn folglich von einem Mittelpunkt paralleler Kräfte die Rede 
ist. so hat man sich dieselben innner an bestimmten gegebenen Angriffspunkten wirkend zu denken. 

In dem Falle, wo die Kräfte die Gewichte von Massenelementen sind, die starr mit einander 
verbunden und als Angriffspunkte der Kräfte gedacht werden, heisst der Mittelpunkt jener parallelen 
Schwerkräfte der Schwerpunkt des Kürpcrs. der aus jenen Massenolementen besteht. 

§ 71. Graphisches Verfahren zur Anrsuclmng des Mittelpunktes paralleler Kräfte. — 
Die vorhin ausgesprochene Eigenschaft des Mittelpunktes paralleler Kräfte gibt ein einfacheres Ver- 
fahren für seine Aufsuchung an die Hand, als dasjenige ist, welches wir im vorigen § vor Augen 
hatten, wo wir die gegebenen Parallelkräfte successive mit einander vereinigt haben, nämlich zuerst 
zwei, dann die Mittelkraft derselben mit einer dritten u. s. w. f. Zeicbuet man nämlich die gegebenen 
parallelen Kräfte unter Beibehaltung ihrer Angriffspunkte , ihrer Grösse und ihres Pai-allelismus in 
«wei verschiedenen Eichtungen und cnnstruirt in beiden Fällfu ihre Resultanten, so ist der Durch- 
ittspunkt derselben der gesuchte Mittelpunkt, 

Dieses Verfahren ist für den Fall, wo die Angriffspunkte der parallelen Kraft« sämratlich in 
einer Ebene liegen, unmittelbar anwendbar. Man kann dann die Kräfte in zwei verschiedenen 
Richtungen in dieser Ebene zeichnen und jedesmal mit Hülfe des Kräfte- und Seilpolygons ihre 
Resultante in sehr einfacher Weise finden. lu dem Falle, wo die Angriffspunkte der parallelen Kräfte 
beliebig im Räume liegen, führt ein Satz, der sehr leicht bewiesen werden kann, in einfacher Weise 
zur Kenntniss ihres Mittelpunktes. Der Satz lautet: Die Parallelprojection des Mittel- 
punktes paralleler Kräfte, nach irgend welcher Richtung auf eine beliebige 
Ebene genommen, ist der Mittelpunkt paralleler Kräfte von derselben Grösse oder 
auch nur von demselben Grössenverhältniss wie die gegebenen, welche an den 
Parallelprojectionen der Angriffspunkte der letzteren thätig gedacht werden. 
Diese an den Projectionen der Angriffspunkte wirkenden Kräfte können in der Projectionsebeoe 
angenommen und als Projectionen der gegebenen Kräfte im Raum aufgefasst werden, welch' letzteren 
jft jede beliebige Richtung, auch die parallel zur Projectionaebene, gegeben werden kann, 

Der Beweis des Satzes ist, wie aus den Ausführungen im § 70 un- 
mittelbar hervorgeht, leicht auf beliebig viele Kräfte auszudehnen, wenn 
er nur für zwei geführt ist. Für diese aber leuchtet seine Richtigkeit 
fast von selbst ein. Denn sind Ai und A, (Fig. 51) die Angriffs- 
pankte zweier Parallelki'äfte , A, und A', ihre in irgend einer Richtung 
genommenen Parallelprojectionen auf ilie beliebige Projectionsebene EE, 
endlich A,, der Mittelpunkt der gegebenen Kräfte, welcher die Ver- 
bindujigalinie A, At ihrer Angriffspunkte im umgekehrten Verhältnisse der 
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Kraftintensjtäten theilt, so liegt die Parallelprojection A',, dieses Mittelpunktes in der VerbindungsUaie 
der Parallelprojectionen A', und A', und theilt diese Verbindiiugslinie in dem nämlicbeti Ver- 
Lältniss AtA,,:AiiAi. Der Punkt A',, ist folglich der Mittelpunkt zweier in den Parallelprojectionen 
der Angriffspunkte wirkenden ParallelkrJifte von derselben Grösse oder demselben G rosse nverhältnias 
wie die gegebenen Kräfte. Die Uebertragung des Satzes auf drei und mehrere parallele Kräfte 
ist, wie schon bemerkt, sehr leicht. Als unmittelbare Folge aus ihm ergibt sich der andere, das* 
die Parallelprojection der Resultante paralleler Kräfte auf irgend eine Ebene ilie 
Mittelkraft der Parallelprojectionen dieser Kräfte auf dieselbe Ebene ist. 

Um mittelst des eben bewiesenen Satzes den Mittelpunkt gegebener paralleler Kräfte im Räume 
zu finden , projicire man deren Angriffspunkte nach irgend welcher Richtung auf eine behebige 
Ebene, denke sich an den Projectionen in der Projectionsebenc die gegebenen Kräfte einmal in 
einer, dann in irgend einer anderen Richtung wirken und bestimme beidemal mittelst Kräfte- 
und Seilpoljgon ihre Resultante. Der Durchsebnittspunkt beider Resultanten ist dann die Projectlou 
des gesuchten Mittelpunktes, der folglich in dem von derselben ausgehenden Projectionastrahl liegt 
Wo? in diesem erfährt man, wenn man die Angriffspunkte der gegebenen Kräfte noch ein Mal in 
anderer Richtung auf dieselbe oder auf eine andere Projectionsebene projicirt, in den erhaltenen 
Projectionen die gegebenen Kräfte, in der Projectiousebene liegend, nach irgend einer Richtung hin 
wirken lässt und ihre Resultante mittelst des Kräfte- und Seilgiolygons aufsucht. In der durch 
diese Resultante bestimmten projicirenden Ebene liegt die Resultante der gegebenen Kräfie im 
Raum, wenn diesen dieselbe Richtung wie den zuletzt vereinigten Parallelkräften gegeben wird. 
Der gesuchte Mittelpunkt ist folglieh der Durchschnittspunkt des oben erhaltenen Projectionsstrahls 
mit der eben bestimmten projicirenden Ebene; und dieser Durehschnittspunkt kann immer erhalten 
werden, wenn man nur dafür sorgt, dass der Projectionsatrahl und die projicirende Ebene nicht 
zusammenfallen, was immer leicht geschehen kann. 

Für parallele Kräfte im Raum bat man somit drei Kräfte- mit ihren zugehörigen Seilpol.vgonen 
zu construiren. In der Regel werden die Angriffspunkte solcher Kräfte durch ihre Ortho gonalrisse 
in zwei auf einander senkrecht stehenden Tafeln gegeben sein. Dann kann man zwei von den 
obigen drei Kräfte- und Seilpolygonen in der einen, etwa in der zweiten dieser Tafeln conati-uiren, 
indem man an den Rissen der Angriffspunkte in derselben die gegebenen Kräfte einmal in einer, 
das anderemal in irgend einer anderen davon verschiedenen Richtung, die jedoch wie die vorige in 
die Projectionstafel fällt, wirken lässt. Der Durchschnittspunkt der beiden so erhaltenen Resultanten 
ist der zweite Riss des gesuchten Mittelpunktes. Der erste Riss desselben hegt in einer durch jenen 
gezogenen Senkrechten zur Projectionsaxe und in der Resultante, welche man in der ersten Tafel 
aus den gegebenen Kräften construirt, die man an den ersten Rissen der gegebenen Angriffspunkte 
in irgend welcher, nur nicht zur Projectionsaxe senkrechten Richtung wirken lässt. 

Diese Construction wurde beispielsweise in Fig, 52 mit vier Parallelkräften durchgeführt, deren 
Angriffspunkte durch ihre orthogonalen Risse A',, A'^, A,, A^ und A,, A^, Aj, A^ auf zwei auf 
einander senkrecht stehenden Tafeln gegeben sind. Die Risse der Parallelkräfte selbst suid nicht 
gezeichnet, da neben ihren Angriffspunkten nur ihre Grösse und ihr Sinn gegeben zu sein braucht, 
ihre Richtung aber für vorliegende Aufgabe gleichgültig ist. Jene, Grösse und Sinn der Parallel- 
kräfte nämlich, sind aus dem Kräftepolygon 0"1"2"3"4" zu entnehmen, welches in der zweiten 
Tafel auf eine willkürliche Linie aufgetragen wurde, Legen wir durch die Punkte A'j, A^... Linien 
parallel zur Kraftrichtung 0"4" im Kräftepolygon, nehmen wh- in letzterem einen beliebigen Punkt C" 
als Pol und construiren wir aus diesem das Seilpolygon 0"r*tI"..V", so geht die Resultante der 
in der angenommenen Richtung an den Punkten Aj, A,... wirkenden Parallelkräfle durch den 
Durchschnittspunkt a" der äussersten Seilpolygonseiten, liegt also in der zur Kraftrichtung parallelen 
Linie R", Eine zweite solche Linie R" erhältman, wenn man den in den Punkten A'' 
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greifenden Kräften eine andere Richtung in der zweiten Tafel gibt, das Kräftepolygon 0'"r"...4"' 
aus ihnen zeichnet mit dem willkürlichen Punkt C" als Pol, daraus das Seilpolygon 0"'r"...V"' 
coustruirt und durch den Durch schnittspunkt u" der äussersten Seiten desselben R'" parallel zur 

^{ Fig. 52. 
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zweiten Kraftrichtung zieht. Der Durchschnittspuukt A,, der beiden Linien R und R ist der 
zweite Riss des gesuchten Mittelpunktes. Um den ersten Riss desselben zu erhalten^ legten wir in 
der ersten Tafel durch die Projectionen A',, A',... der Angriffspunkte Linien parallel zur Projections- 
axe, zeichneten für diese Richtung aus den gegebenen Kräften das Kräftepolygon 0' 1' 2' 3' 4' mit 
dem willkürlichen Punkt C als Pol und endlich das zugehörige Seilpolygon OTII. .V. In der 
Linie R', welche durch den Durchschnittspunkt d der äussersten Seiten des letzteren parallel zur 
Kraftrichtung gezogen ist, muss dann der ei*ste Riss A'^ des gesuchten Mittelpunktes liegen, welcher 
somit jetzt vollständig bestimmt ist. 

Es versteht sich wohl von selbst, dass man bei der in der Figur getroffenen Anordnung das 
Kräftepolygon c'"0"' r"2'"3"'4'" auch mit dem C'0'1'2'3'4' hätte zusammenfallen lassen können; 
und dass das Kräftepolygon C"0"l"2"3"4" so gezeichnet werden kann, dass es dem C'0r2'3'4' ganz 
gleich wird und nur um 90*^ verdreht erscheint. Dann werden die Seiten des Seilpolygons 
0"'I". ..V" parallel und die des Seilpolygons Or...V" senkrecht zu denen des Seilpolygons 
0'riI'..V', und alle drei können zugleich aus dem Kräftepolygon CO 12' 3' 4' allein durch ein- 
maliges Anlegen der Paralleldreiecke für jede Seite construirt werden. 

§ 72. Weitere fiigenschafteii des Mittelpunktes paralleler Kräfte. — Aus der im 

§ 70 gegebenen Definition des Mittelpunktes paralleler Kräfte folgen unmittelbar noch folgende 
Eigenschaften desselben : 

Wenn die Parallelkräfte in Gruppen getheilt werden können, so, dass die Mittelpunkte aller 
Gruppen 
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a) in einem Pnnkt zusammenfBlIen, so ist dies zugleich der Mittelpunkt aller gegebenen Kräfte; 

b) in einer geraden Linie nder in einer Ebene liegen, an lallt auch der Mittelpunkt aller 
gegebenen Kräfte in diese gerade Linie bezw. Ebene. 

Eine weitere Eigenschaft des Mittelpunktes paralleler Krüfte soll in folftendetn g abgeleitet 
werden. 

§ 73. Momente paralleler Kräfte in Bezug auf eine Ebene, oder statische Homente 
derselben. — Mnn nennt ilaa Prnduct aus einer Kraft in die senkrecht oder scliief gemessene Ent- 
fernung ihres Angriffspunktes von einer gegebenen Ebene das Moment der Kraft in Be£ug 
auf diese Ebene oder kurz das statische Moment der Kraft und die Ebene die Mo- 
menten ebene. Doch wird diese Bezeichnung nur gebraucht, wenn die Kraft einem System voq 
Parallelkräften angehört. Unter dem Gesammtmoment eines solchen Systems von Parallel kräften in 
Bezug auf eine gegebene Momentenehene versteht man dann die algebraische Summe der statischen 
Momente der einzelnen Kräfte, wobei selbstverstündtich die Entfernungen der Angriffspunkte von 
der Ebene alle in der nämlichen senkrechten oder schiefen Richtung gemessen werden müssen. Bei 
der Bildung jener algebraischen Summe hat man den einzelnen Parallelkräften das positive oder 
negative Vorzeichen zu ertbeileii , je nachdem sie in dem einen oder im entgegengesetzten Sinn 
wirken; und die Entfernungen ihrer Angriffspunkte von der Momentenebene sind mit positivem oder 
negativem Zeichen zu versehen, je nachdem diese Punkte auf der einen oder anderen Seite der 
Momentenebene liegen. Das Moment jeder einzelnen Kraft erhält natürlich dasjenige Vorzeicbeo. 
welches ihm als Product jener beiden Factoren zukommt, und ist mit diesem Vorzeichen in die 
algebraische Summe der Momente einzuführen. Die Richtung der Kräfte ist dabei ganz gleichgflltig. 
Denkt man sich dieselben gleichzeitig und in gleicher Weise um ihre Angriffspunkte gedreht, so 
werden dadurch ihre Momente nicht geändert, weder im Einzelnen, noch im Gesammten. Dabü 
dreht sich in gleicher Weise die Resultante der Kräfte um den Mittelpunkt derselben. Nimmt nwa 
also . wie das in der Folge jetzt immer stillschweigend vorausgesetzt werden soll . den Mittelpunkt 
paralleler Kräfte als den Angriffspunkt ihrer Kesultante, so ist das Moment der letzteren in Besag 
auf eine gegebene Moraentenebene auch ein ganz bestimmtes, von ihrer und der Richtung der Kräfte 
unabhängiges. Es liegt also nahe, eine Beziehung aufzusuchen zwischen dem Gesammtmoment eines 
Systems paralleler Kräfte in Bezug auf eine Ebene und dem ihrer Resultante in Bezug auf diesdb« 
Ebene. Diese Beziehung ist sehr einfach und in dem Satz ausgesprochen: 

1. Das Gesammtmoment eines Systems paralleler Kräfte in Bezug auf eine Ebene ist gleich 
dem Moment ihrer Resultante in Bezug auf dieselbe Ebene. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr leicht zu fühieu. Denken wir uns die gegebenen Parallel- 
kräfte Pi , P.,.. (Fig. 53) parallel zur Momentonebene gestellt und in derselben Richtung auf diese 
projicirt, in welcher die Entfernungen ihrer Angriffspunkte von derselben gemessen werden. Daoa 
ist nach dem im § 7 1 enthaltenen Satz die Projection der Resultante die Mittelkraft der Projectionen 
der einzelnen Kräfte. Nun können wir nns jede der gegehejieu Parallelkräfte sowie auch ihrt 
Resultante zerlegt denken in die ihnen bezw. gleiche und parallele Kraft, welche ihre Projection 
vepräsentirt, und in ein Gegenpaar, das in der projicirenden Ebene der betr. Kraft gelegen ist, und 
dessen Moment der Grösse und dem Vorzeichen nach durch dasjenige Dreieck mit seinem Kreispfril 
repräsentirt wird, das die gegebene Kraft oder Resultante im Raum als Grundlinie und die Projectim 
des Angriffspunktes derselben als Spitze hat. Die Projectionen der gegebenen Parallelkräfte geben 
mit einander vereinigt die Projection der Resultante. Die diesen Kräften zugehörigen Gegenpun 
liegen sämmtlich in parallelen, nämlich projicirenden Ebenen und können folglich in die projicirende 
Ebene der Resultante verlegt werden. Sie vereinigen sich dort zu einem Resultantenpaar, desseu 
Drehungsmoment gleich der algebraischen Summe ihrer Drehungsmomente ist. Dasselbe mit dei 
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Fig. 63. 
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Projectiou der Resultaute vereinigt muss die Resultante selbst ergeben. Bei dieser Vereinigung wird 
die ProjectioE der Resultante in dei* projicirenden Ebene so weit parallel mit sich selbst ver- 
schoben, bis das aus der verschobenen Kraft als Grundlinie und dem Angriffspunkt der Projection 
als Spitze gebildete Dreieck durch seinen doppelten Flächeninhalt das Drebungsmoment des Ke- 
sul tauten -Gegenpaars repräsentirt. Es muss folglich der Flächen- 
inhalt des Dreiecks . welches die Resultante der gegebenen Parallel- 
kräfte im Raum als Grundlinie und die Projection ihres Angriffs- 
punktes auf die Momentenebene zur Spitze bat, gleich der 
algebraischen Summe der Flächeninhalte der Dreiecke sein, welche 
die einzelnen Parallelkräfte als Grundlinien und die Projectionen 
ihrer Angriffspunkte zu Spitzen haben , wobei diesen Dreiecks- 
Sächen das positive oder negative Vorzeichen zu geben ist, je a^7 
nachdem der ihnen zugehörige Kreispfeil die eine oder andere 
Drehrichtung Eingibt. Nun bilden die Grundlinien aller der ge- 
nannten Dreiecke mit denjenigen von ihren Seiten, welche zugleich 
die in der bestimmten Richtung gemessenen F>ntfernungen der 
Angriffspunkte der betreffenden Kräfte von der Momentenebene 
sind, entweder gleiche oder Supplements wink el. Die Flächen der 
Dreiecke sind also den Froducten aus ihren Grundlinien in jene 
Seiten proportional; und daraus folgt der Satz: Die algebraische 
Summe der Producte der Kräfte in die in bestimmter Richtung 
gemessenen Entfernungen ihrer Angriffspurdite von der Momenten- 
ebene, kurz das Gesammtmoment der Kräfte, ist gleich dem Product aus der Resultante in die in 
gleicher Richtung gemessene Entfernung ihres Angriffspunktes, des Mittelpunktes der jiarallelen 

Ifiräfte, d. h. gleich dem Moment der Resultante in Bezug auf die Momentenebene. 
I Eine unmittelbare Folge dieses Satzes sind die beiden folgenden : 
I 2. Wenn die AngriiTspunkte paralleler Kräfte in parallelen Ebenen beliebig vei"schoben werden, 

I so bewegt sich der Mittelpunkt der Kräfte in einer zu jenen parallelen Ebene, 

I 3, Das Gesammtmoment paralleler Kräfte in Bezug auf eine durch ihren Mittelpunkt gehende 

I Momentenebene ist gleich Null, und umgekehrt; 

I 3' Ist das Gesammtmoment paralleler Kräfte in Bezug auf eine Ebene Null, so muss diese 

durch den Mittelpunkt der parallelen Kräfte gehen, 
§ 74. Besonderer Fall: Parallele Kräfte, deren algebraische Summe Null ist. — 
Das im § 71 gelehrte Verfahren für die Aufsuchung des Mittelpunktes paralleler Kräfte verliert 
seine Anwendbarkeit in dem Falle, wo die algebraische Summe dieser Kräfte Null wird, das Kräfte- 
polygon aus ihnen sich schliesst. Denkt man sich in diesem Falle den Mittelpunkt aller der Kräfte, 
mit Ausnahme der letzten, gefunden, so erhält man stets einen solchen, da die Summe der jetzt zu 
.vereinigenden Kräfte gewiss nicht Null ist; sie ist vielmehr der letzten Kraft an Grösse gleich, i.m. 
ihr parallel, aber von entgegengesetztem Sinne, bildet also, wenn man sie in jenem Mittelpunkt au- 
gebracht denkt, im Allgemeinen ein Gegenpaar mit ihr; nur in dem Falle, wo den parallelen 
Kräften eine Richtung gegeben wird, die mit derjenigen der Verbindungslinie jenes Mittelpunktes 
mit dem Angriffspunkt der letzten Kraft übereinstimmt, sind jene beiden Kräfte im Gleichgewicht. 
Für jede Momentenebene, die parallel zur eben genannten Verbindungslinie liegt, ist offenbar die 
algebraische Summe der Momente der obigen beiden Kräfte, nämlich der Resultante aus allen 
Kräften, mit Ausnahme der letzten, und dieser letzten, Null. Diese algebraische Summe ist aber 
eine andere als die der Momente sammtlicher Kräfte. Nun kann man aus diesen letzteren auf 
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eine Menge von Arten ein Paar gleiche und gleichgerichtete Kräfte von entgegengesetztem Sinne 
erhalten. Man darf nur die Kräfte in irgend zwei Gruppen theilen, von denen die eine möglicher- 
weise wie oben auch nur eine einzige Kraft enthalten kann, so dass ihr Mittelpunkt der Angriffs- 
punkt dieser Kraft selbst ist. Die algebraische Summe der Kräfte ist dann in keiner dieser Gruppen 
Null, man kann also ihre Mittelpunkte suchen. In deuselbcii wirken dann zwei gleiche und gleich- 
gerichtete Kräfte von entgegengesetztem Sinne, die Resultanten der Gruppen. Die algebraische 
Summe der Momente dieser Resultanten ist bezüglich jeder Kbene gleich dem Gesammtmoment 
sämmtlicher Kräfte für dieselbe Ebene, also Null für jede der oben gebrauchten Ebenen, welche 
parallel zur Verbindungslinie des Mittelpunktes aller Kräfte, mit Ausnahme der letzten, mit dem 
Angriti'spunkt jener letzten waren. Daraus folgt, dass die Verbindungslinien der Mittelpunkte je 
zweier solcher Gruppen, in welche die Kräfte getheilt werden können, parallel zu einander sind nnil 
ihre Richtung eine dem gegebenen Kräftesjstem eigenthfimliche ist. Und da im Allgemeinen der 
Mittelpunkt zweier paralleler Kräfte auf der Verbindungslinie ihrer Angritfspunkte liegt, so kann 
man den unendlich feinen Punkt, weither allen jenen parallelen Verbindungslinien gemeinschaftlich 
ist, den Mittelpunkt der gegebenen parallelen Kräfte, deren algebraische Summe Xull ist, neuneit. 

In dem ganz speciellen Fall, wo die Mittelpunkte zweier Gruppen, in die miui die parallelaa 
Kräfte von obiger Alt getheilt hat, zusammenfallen, wirken in diesem Punkte immer zwei gleiche 
und entgegengesetzt gerichtete Kräfte, die Resultante jener Gruppen. Die gegebeneu Kräfte sind 
folglich immer im Gleichgewicht , welche Richtung man ihnen auch geben mag ; oder , wie wir der 
KOi'ze halber sagen wollen . sie sind im indifferenten Gleichgewicht. Die algebraische Summe der 
Momente jener beiden Kräfte und folglich auch die der gegebenen Kräfte ist dann Null für jede 
Ebene. Daraus folgt, dass die Jlittelpunkte je zweier Gruppen, in welche die gegebenen Kräfte 
getheilt werden kiinnen, zusammenfallen, wenn dies für irgend ein Grujipenpaar der Fall ist, nod 
dass alsdarm auch der Angriffspunkt jeder der gegebenen Kräfte der Mittelpunkt der Obrigan 
Kräfte ist. 

§ 75. Reductiüii der statischen Momente paralleler Kräfte auf eine gemeinschaft- 
liche Basis und Constrnction dieser redncirten Momente. -■ Die im § 73 detinirten statischen 
Momente von Kräften haben geometrisch die Bedeutung von Flächen, wie die früher behandeltaa 
Urehungsmomente, und müssen wie diese behufs weiterer graphischer Behandlung in Linien aus- 
gedrückt, d. h. auf eine gemeinschaftliche Basis reducirt werden. Dies kann einfach dadurch ge- 
schehen, dass man sie, wie sogleich gezeigt werden wird, auf die Drohungsmomento paralleler Erätte 
in einer Ebene zurückführt, so dass sie. einzeln sowohl, wie auch die algebraischen Summen aller 
oder mehrerer auf einander folgender, ganz so reducirt werden können, wie dies für die Drehungs- 
momente paralleler Kräfte in einer Ebene im § 53 gezeigt wurde. 

Denken wir uns ein System paralleler Kräfte mit ihren Angiitfsp unkten gegeben nud eine 
Momentenebene E, von welcher die Entfernungen Jener Angritfspunkte in irgend einer beliebigen 
Richtung gemessen werden. Nehmen wir eine zweite, die Momentenebene schneidende, Obrigens 
aber ganz beliebige Ebene E' als Projectionsebene und geben wir den gegebenen Kräften, indem 
wir sie um ihre Angritfspunkte drehen, eine Richtung parallel zur Durchschnittslinie X der büden 
Ebenen, der Projections- und der Momentenebene, so dass sie zu jeder dieser Ebenen parallel werden. 
In dieser Stellung projiciren wir sie nach irgend einer der Momentenehene parallelen Richtung anf 
die Projectionsebene; dann werden ihre Projectionen an Grösse. Richtung und Sinn ihnen sellwt 
gleich und sämmtlich parallel zur Durchschnittalinie der Projections- und Momentenebene. Die 
senkrecht gemessenen Entfernungen der Projectionen von letzterer Durchschnittslinie haben zu den 
in bestimmter, vorgegebener Richtung gemessenen Enfernungen der Angritfspunkte der betreffenden 
Kräfte von der Momentenehene offenbar durchweg das nämliche Verhältniss, und folglich sind auch 
die Drehungsmomente der Kräfteprojectionen in der Projectionsebene um einen Punkt jener DaidP' 
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schnittglinie den Momeoten der eiitsprecbetiden Kräfte in Bezug auf die gegebene Momentenebene 
proportional. Beide stehen in demselben Verhältniss zu einander wie diejenigen beiden Ent- 
fernungen irgend eines Punktes von der Monientenebene , von denen die eine D' in einer zur 
Projectionsebene parallelen und auf der Durchschnittslinie X derselben mit der Momenten ebene 
senkrechten Richtung, die andere D in derselben Richtung wie die Entfernungen der Angriffspunkte 
von der Momentenebene gemessen wird. 

Nun erhält man die Drehungsmomente der parallelen Kräfteprojectionen in der Ebene E' ffli- 
irgend einen Punkt der Axe X, wenn man sie durcb ein Kräfte- und Seilpolygon mit einander 
verbindet. Der Abschnitt, welchen zwei Seiten des letzteren auf der Linie X machen, ist die 
algebraische Summe der reducirten Drehungsmomente der Kräfte, welche zwischen jenen Seiten 
liegen, oder das Drehungsmoment einer Kraft, wenn die Polygonseiten derselben unmittelbar vor- 
ausgehen und nachfolgen. Die Momenteubasis H' ist gleich der senkrechten Entfernung des Pols 
im Kräftepolygon von der Kiäftelinie. Dieselben Abschnitte geben also, und zwar der Grösse und 
Richtung d.h. dem Vorzeichen nach, die Momente der entsprechenden gegebenen Kräfte in Bezug 
auf die Momentenebene, wenn man nur statt der Basis H' eine andere H nimmt, zu welcher sie 
in demselben Veihaltniss steht wie die beiden Entfernungen D' und D zu einander. Was den 
Sinn, das Vorzeichen jener Abschnitte anbelangt, so hat man denjenigen als positiv zn nehmen, welcher 
einer Kraft zugehört, die in dem als positiv herausgehobenen Sinne wirkt, und deren Angriffspunkt 
auf der positiven Seite der Momentenebene liegt. 

Wenn man sich erinnert, dass die Basis H' oder die senkrecht gemessene Entfernung des Pols 
im Kräftepolygon von der Kräftelinie dieselbe Richtung wie die Entfernung D' hat , so kann man 
sehr einfach die Basis U aus ihr construiren. Man darf nur durch den Pol eine Linie parallel 
zur Richtung der Entfernung D und durch den Fusspunkt der vom Pol auf die Kräftelinie gefällten 
Senkrechten eine Parallele zur Momentenebene legen, welche jene Parallele schneidet; dann ist das 
Stück zwischen diesem Schnittpunkt und dem Pol auf der ersten Parallellinie die gesuchte Basis H. 
Wurde das Kräftepolygon in die Durchschnittsliuie X gezeichnet, was immer zu empfehlen ist, so 
ist die Basis H nichts anderes als die Entfernung seines Poles von der Momentenebene, gemessen 
in derselben Richtung, in welcher die Entfernungen der Angriffspunkte von dieser Ebene gemessen 
werden. In dem Falle, wo die Projectionsebene parallel zu der Richtung genommen wird, in 
welcher die Entfernungen der Angriffspunkte von der Moraentenebene gemessen werden, vereinfacht 
sich diese Construction bedeutend. Es ist dann die gesuchte Basis gleich der in Jener Richtung 
gemessenen Entfernung des Pols im Kräftepolygon von der Kräftehnie. Wegen dieser Einfachheit 
wird man die Projectionsebene, wo nur immer möglich, so wählen wie oben vorausgesetzt. Li der 
Regel wird, wenn man es mit den Momenten paralleler Kräfte in Bezug auf eine Ebene zu thnu 
hat, die Basis H derselben gegeben sein; dann muss man aus derselben durch eine ähnliche Con- 
struction wie oben oder durch irgend eine der bekannten Proportionalconstructionen die Basis H' 
der Drehungsmomente finden und ihr die senkrechte Entfernung des Pols von der Kräftehnie 
im Kräftepolygon, das behufs Aufsuchung jener Drehungsmomente construirt werden muss, gleich 
machen. 

Für gewöhnlich wird man Orthogonalprojectionen schiefen vorziehen. Dann hat man von 
yom herein die Projectionsebene E' senkrecht zur Momentenebeue E zu nehmen. Die Richtung der 
eioen Entfernung, D', irgend eines Punktes von der Momentenebene, diejenige, welche parallel zur 
Projectionsebene und senkrecht auf ihrer Schnittlinie mit der Momentenebene genommen wird, steht 
dann einfach senkrecht auf der Momentenebene. Sie bildet folglich die Kathete eines rechtwinkeligen 
Dreiecks , dessen Hypotenuse die andere Entfernung D desselben Punktes von der Momentenebene, 
nämlich diejenige ist, welche in derselbeu Richtung wie die Entfernungen der Angriffspunkte der 
Kräfte von dieser Ebene genommen wird. Beide, Kathete und Hypotenuse, bilden einen ganz 
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btstimiiit«!!, durch die Richtung, in welcher jene Entfernungen der Angriffspunkte gemessen werden 
uBsien, allein schon vorgezeichneten spitzen Winkel <p mit einander. Um folglich aus der Basis H'. 
der senkrechten Entfernung des Pols im Kräftepolygon von der Kräftelinie , die andere Basis H zn 
construiren, darf man einfach nur durch den einen Endpunkt jener Basis H'. durch den Pol, in der 
Ebene des Kräftepolygons eine Linie ziehen, die den Winkel (p mit jener Basis bildet. Die Strecke 
dieser Linie zwischen dem Pol und ihrem Durchschnitt mit der Kräftelinie ist die Basis H. Die- 
selbe kann also auch die Entfernung des Pols von der Kräftelinie genannt werden, gemessen aber 
in einer Richtung, welche den spitzen Winkel ^ mit der Senkrechten auf die Kräftelinie bildet. 
Wenn also umgekehrt die Basis H der Momente der parallelen Kräfte in Bezug auf die Momenten- 
ebene gegeben ist, so hat man den Pol des Kräftepolygons in der Projectionsebene so anzunehmen, 
dass seine Entfernung von der KräfteHnie, gemessen in einer Richtung, welche den spitzen Winkel i» 
mit der Senkrechten auf jene bildet, gleich der Basis H wird. 

Der Winkel <p wird Null, wenn die Entfernungen der Angriffspunkte der gegebenen Parallel- 
kräfte von der Momentenebene in senkrechter Richtung gemessen werden. Dann fallt die Basis H 
mit der H' zusammen, d. h. die Drehungsmomente der Kräiteprojectionen in der Projectionsebene 
am ii^end einen Punkt der Schnittlinie derselben mit der Momentenebene sind gleich den Momenten 
der gegebenen Kräfte in Bezug auf die Momentenehene, und zwar bezogen auf dieselbe Basis: die 
senkrechte Entfernung des Pols im Kräftepolygon, das in der Projectiotisehene gezeichnet vrird, von 
der Kräftelinie desselben. 

Dies letztere Resultat, gültig für den einfachsten Fall, dass die Entfernungen der Angriffspunkte 
von der Momentenehene senkrecht zu dieser gemessen und orthogonale Projectionen gebraucht werden, 
leuchtet eigentlich ganz von selbst ein. Aus ihm ist das andere für schief gemessene Entferaungen 
und Orthogonalprojectionen sehr einfach abzuleiten, einfacher als wenn man zuerst den allgemeiosteB 
Fall für schief gemessene Entfernungen der Angriffspunkte von der Momentenebene und schiefe 
Projectionen nimmt. Doch ist der letztere an sich von Interesse und für folgende Untersuchungen 
von Wichtigkeit; er konnte deshalb nicht übergangen werden. 

Beispielsweise denken wir uns in Fig. 52 {S. 85) vier Kräfte P, , P,, P,, P. mit ihren Angri^ 
punkten gegeben, letztere durch ihre Orthogonalrisse A',, A, ... und A'^', A^ ... in zwei auf einander 
senkrecht stehenden Tafeln. Die eine derselben, die zweite, sei die Momenten-, die andere, die erste, 
die Projectionsebene. Dann müssen wir die Kräfte parallel zur Projectionsase stellen ; ihre ortho- 
gonalen Projectionen auf die erste Tafel sind dann gleichfalls parallel zu jener Axe und geben durch 
die Risse der Angriffspunkte. Das Krüftepolygon, welches aus den mit den gegebenen Kräften gleich- 
grossen Projectionen in der ersten Tafel zu zeichnen ist. sei 0' 1' 2' 3' 4', ferner C, in einer senkrecbteu 
Entfernung gleich der Momente ubasis von der Kräftelinie, der Pol und OTII'UnV V das zugehörige 
Seilpolygon. Verlängert man die Seiten desselben bis zu ihren Dunhschnitten mit der Projections- 
axe, so sind die Abschnitte momi, m.m,, mims, taiva, die reducirten Drehungsmomeute der Kräfte- 
projectionen in der ersten Tafel um irgend einen Punkt der Projectionsase. Dieselben Abschnitte, 
bezogen auf dieselbe Basis, sind aber auch die Momente der gegebenen Pai'allelkräfte bezüglich der 
zweiten Tafel als Momentenebene, vorausgesetzt, dass die Entfernungen der Angriffspunkte von dieser 
Ebene in senkrechter Richtung gemessen werden. Werden aber diese Entfernungen in schiefer, mit 
der Senkrechten den spitzen Winkel (p bildenden Richtung gegen tlie Momentenebene gemessen, so be- 
deuten die Abschnitt« m(.ni, , m.mj ... immer noch die reducirten Momente der Kräfte bezüglich dra- 
zweiten Tafel als Momentenehene; aber sie müssen auf eine Basis C'q' bezogen werden, welche 
die Entfernung des Poles C im Kräftepolygou von der Ki'äfteiinie in schiefer Richtung, die den 
spitzen Winkel tp mit der senkrechten bildet, misst. 

Wird bei allen Verdrehungen, welche man mit den Kräften Pi, Pi... vornehmen kaun, stets 
die Richtung der P, als positiv aufgefasst, und wird die Entfernung ihres Angriffspunktes Äi toq i 
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zweiten Tafel ebenfalls positiv getiommeii, dann ist der Sinn des Abschnittes ntj m, jener Kraft der- 
jenige der positiven Momente. 

Es versteht sich von selbst, dass die algebraischen Summen m,mi, mn mi, mumi obiger Abschnitte 
mnmi, mimi... die algebraischen Summen der Momente oder die Gesammtmomente der zwei oder 
drei ersten, beziv, aller \'ier gegebenen Parallelkräfte in Bezug auf die zweite Tafel als Momenten- 
ebene vorstellen. 

g 70. Besonderer Fall, wo die Angriffspunkte sänimtlicher parallelen Krtifte in einer 
Ebene liegen. — Wenn die Angriffspunkte der gegebenen ParalleikiäftG säramtlich in einer und 
derselben Ebene E' gelegen sind, welche von der Momentenebene E nach einer Linie X geschnitten 
wird, und es werden die Entfernungen jener Angriffspunkte von der Momentenebene durchweg nach 
Richtungen gemessen, die zur Ebene E' parallel sind, dann sind jene Entfernungen gleichbedeutend 
mit den in gleicher Itichtung gemessenen Entfernungen der Angriffspunkte von der Linie X. In diesem 
Sinne kann man folgÜch dann auch von den statischen Momenten der gegebenen Kräfte in Bezug 
auf die Linie X in der Ebene ihrer Angriffspunkte sprechen. Sie sind unter der oben gemachten 
beschränkenden Voraussetzung für die Entfernungen gleichbedeutend mit den Momenten derselben 
Kräfte in Bezug auf eine Moraentenebene , welche die Ebene der Angriffspunkte nach der Linie X 
schneidet. Letztere wird deshalb auch Momentenaxe genannt. 

Es ist sehr leicht, die Constructionsweise der reducirten Momente fllr diesen besonderen Fall 
"aus den im vorigem § behandelten allgemeineren Fällen abzuleiten. Nehmen wir die Ebene E' der 
Angriffspunkte als Projectionsebene, so haben wir die gegebenen Kräfte parallel zur Linie X zu stellen. 
Sie fallen dann offenbar mit ihren Projectionen auf die Ebene E' zusammen. Zeichnet man also in 
dieser Ebene das Kräfte- und Seilpolygon aus ihnen, so sind die Abschnitte, welche die Seiten des 
letzteren auf der Linie X bilden, die reducirten Drehungamomente der Kräfte um irgend einen Punkt 
der Linie X, bezogen auf eine Momentenbasis gleich der senkrechten Entfernung des Pols im Kräfte- 
polygon von dessen Kräftelinie. Dieselben Abschnitte, bezogen auf dieselbe Basis, sind die Momente 
der Kräfte in Bezug auf die AxeX, vorausgesetzt, dass die Entfernungen der Angriffspunkte von 
dieser Linie senkrecht zu ihr gemessen werden. Werden aber diese Entfernungen in irgend einer 
anderen schiefen Richtung gemessen, so bleiben jene Abschnitte immer noch die Momente der Kräfte 
bezüglich der Axe X. aber sie beziehen sich auf eine Basis, welche gleich der in derselben schiefen 
Richtung gemessenen Entfernung des Pols im Kräftepolygon von dessen Kräftelinie ist. 




§ 77. Definition des Schwerpunktes eines Körpers; homogeue Körper. — In den 

Volum-Elementen, in welche wir uns einen schweren Körper zerlegt denken können, wirken TertJcal 
abwärts gerichtete, also parallele Kräfte, von durchaus gleichem Sinn, die Gewichte dieser Elemeute. 
Der Mittelpunkt derselben ist der Schwerpunkt des Körpers. Durch denselben geht in jeder 
Lage des Körpers die Resultante der sämmtlichen, an den einzelnen Tlieilchen desselben angreifenden 
Schwerkräfte hinduich; er kann also immer als der Angriffspunkt jener Resultante betrachtet werden, 
welche yertical abwärts gerichtet, gleich der Summe der Componenten . also gleich dem Gewichte 
des ganzen Körpers ist. Das Verfahren zur Aufsuchung des Schwerpunktes ist daher im Allgemeiueo 
ganz das nämliche wie das im vorigen Abschnitt kennen gelernte für die Bestimmung des Mittel- 
punktes paralleler Kräfte Überhaupt. Man hat nur im Auge zu behalten, dass man es im gegen- 
wäi-tigen Falle stets mit einer sehr grossen Anzahl sehr kleiner liräfte zu thun hat. 

Wenn die gleichgrossen Elemente, in welche man sich einen Körper zerlegt denkt, gleichschwK 
sind, so heisst der Körper homogen. In diesem Falle hat man es also mit Kräften zu thun, die 
nicht bloss parallel und gleichgerichtet, sondern auch noch von gleicher Grösse sind, was die Auf- 
suchung des Schwerpunktes offenbar erleichtert. Wir werden im Folgenden nur solche homogene 
Körper behandeln. 

§ 78. materielle Linien nud Flächen nnd ihr Schwerpunkt im Allgemeinen. — Ee 
ist manchmal möglich, die Elemeute eines Körpers so in Gruppen zu vereinigen, dass die Schwor- 
punkte dieser Gruppen alle in eine Ebene oder in eine gerade Linie fallen. Denkt man sich dann 
in diesen Schwerpunkten Kräfte gleich den Gewichten jener Gruppen wirken, so liegt deren Mittel- 
punkt, der Schwerpunkt des ganzen Körpers, gleichfalls in jener Ebene bezw. Linie. Er kann also 
im ei'sten Fall schon mittelst der Construction zweier Kräfte- und zugehöriger Seilpolygone, im 
letzteren durch Construction eines solchen gefunden werden. 

Ist die Zahl Jener Gruppen selbst wieder eine sehr grosse, so kann man sich die Ebene bezw. 
Linie, in welcher ihre Schwerpunkte liegen, in Elemente zerlegt denken, deren jedes einen jeuer 
Schwerpunkte enthält, und kann diesen Elementen die Gewichte der betr. Gruppen zuschreiben. 
Man erhält auf diese Weise eine materielle ebene Fläche oder gerade Linie, deren Schwerpunkt mit 
dem des Körpers zusammenfallt. Haben sämmttiche Gruppen, in die man sich die Elemente einea 
Körpers zusammengefasst denkt, gleiche Gewichte, dann sind gleichgrosse Elemente jener Ebene 
[■bezw. Linie gleichschwer. Es werden dieselben dann consequeoterweise ebenfalls homogen genannt. 

So kann man z. B. die einzelnen Elemeute, in welche eine gerade Eisenbahnschiene mit 
^urchweg gleichen Querschnitten zerlegt gedacht werden kann, in Gruppen zusammenfassen, derea 
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jede eine Reihe von Elementen, die in gerader, zur Längsaxe der Schiene paralleler Linie liegen, 
enthält. Der Schwerpunkt jedes solchen prismatischen Elements, als welches eine solche Gruppe 
aitfgefasst werden kann, liegt in dem mittleren Querschnitt der Schiene. Den einzelnen Elementen 
des letzteren kann man folglich die Gewichte jener Elementarprismen beilegen. Das Gewicht des 
ganzen Querschnitts ist dann gleich dem der Schiene, und sein Schwerpunkt fallt mit dem Schwer- 
punkt derselben zusammen. 

Der Begriff materieller ebener Hächen oder gerader Linien, zu dem wir durch obige Betrach- 
tungen gelangt sind, kann leicht auf Flächen oder Linien Überhaupt ausgedehnt werden. Man 
versteht dann dai-unter nicht mathematische Flächen und Linien, sondern solche, die eine gewisse, 
jedoch sehr kleine Dicke, bezw. Breite und Dicke besitzen und daher mit Materie erfüllt gedacht 
werden können. Ein ebenes oder gekrümmtes Stück Papier oder Blech, ein gerades oder krummes 
Stück dünnen Drahtes geben eine annähernde Vorstellung solcher materieller Flächen oder Linien. 
Sind gleichgrosse Stücke solcher Flächen oder Linien, wie gross oder wie klein diese Stücke auch 
genommen werden mögen, gleichschwer, so heissen jene wieder homogen. 

Die Betrachtung solcher materieller Flächen oder Linien überhaupt ist, wie leicht zu sehen, 
auch schon deshalb von Wichtigkeit, weil sehr häufig Körper mit Vortheü in solche, anstatt in 
Körperelemente, zerlegt werden. So kann man sich in obigem Beispiele die Eisenbahnschiene sofort 
in materielle gerade Linien, die zu ihrer Längsaxe parallel sind, zerlegt denken. Die Schwerpunkte 
derselben liegen, wie sogleich gezeigt werden wird, in deren Mitten, folghch in dem mittleren Quer- 
schnitt der Schiene. Man kann sich aber auch die Schiene durch Schnitte, senkrecht auf ihre 
Längsaxe, in gleichdicke aber sehr dünne Scheiben, also in materielle ebene Flächen zerlegt denken, 
deren Schwerpunkte alle in einer geraden, zur Längsaxe parallelen Linie liegen, die folglich auch 
den Schwerpunkt der Schiene enthalten muss. 

Wir werden in Folgendem zueret die Schwerpunkte materieller Linien, dann diejenigen materieller 

F lächen und dann erst die Schwerpunkte von Körpern aufsuchen. Wie bei den letzteren, so werden 

^nir auch bei den Linien und Flächen immer voraussetzen, dass sie homogen seien. 
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) 79. Difi gerade Linie. — Der Schwerpunkt einer geraden Linie hegt in ihrer Mitte. Denn 
denkt man sich von dieser aus nach beiden Enden hin die Linie in lauter gleichlange Elemente 
getheOt, so liegt der gemeinschaftliche Schwerpunkt je eines Paares dieser Elemente, die zu beiden 
Seiten gleichweit von der Mitte abstehen, in dieser. In denselben Punkt muss folglich auch der 
Schwerpunkt der ganzen Linie fallen. 

Wenn die Elemünte, in welche wir (he materielle Linie getheilt haben, als Angriffspunkte von 
vertical abwärts gerichteten Kräften betrachtet werden, die gleich den Gewichten dieser Elemente 
sind, also durchweg die nämliche Grosse haben, und es wird aus diesen Kräften ein Kräfte- und 
tlas dazu gehörige Seilpolygon construirt. so geht letzteres in eine stetige Curve, und zwar in eine 
Parabel über, deren Axe die Richtung der Kräfte hat. Das ist leicht zu beweisen : Denken wir uns 
die materielle gerade Linie AB (Fig. 54'') in eine endliche Anzahl gleicher Theile getheilt, die wir 
^^^ed er Elemente nennen wollen, und in den Mitten ei,ea,ej... derselben vertical abwärts gerichtete 
Kräfte wirken, die proportional den Längen der Elemente, also von gleicher Grösse sind und in 
Fig. 54» zu einem Kräftepolygon 12 3... vereinigt wurden. Den Pol C des letzteren nehmen wir 
der Mitte irgend einer der Kräfte, etwa der n**'", die mit mn bezeichnet ist, senkrecht gegenüber- 
liegend an und zeichnen das Seilpolygon OIIJIU... Dann ist der Knotenpunkt n desselben, in 
welchem die n'" Seite endigt und die (n 4- 1") beginnt, am tiefsten gelegen. Wir nehmen ihn als 




Vlir, Abachnitt. 



a Scbwerpankt. 



i rechtswißkeligen Coordmationsystems , dessen X-Axe die Richtnng der Kräfte 



■ Bit ihrem positiven Sinn nach aufwärts gekehrt sei, 




mm = ~-^ X 



IT 
"TC^ 



während die positive Y-Axe nach 
der Seite des Anfangs des Seil- 
polygons und der Linie A B ge- 
richtet sein möge. Legt man dann 
durch den Knotenpunkt n und 
die ihm vorausgehenden m, 1, k... 
Parallele zur Y-Axe, welche die 
durch m, 1, k . . . gehenden Kräfte- 
linien in m', r, k'... schneiden, 
so geht aus dem Zusammenhang 
zwiachen Kräfte- und Seilpolygon 
hervor, dass die Dreiecke 

mm'n, ll'm, kk'l... 
in Fig. 54'' den Dreiecken | 

mTC, ITC, [TC... 
in Fig. 54» ähnlich sind. Daraus 
folgen die Relationen: 
IT ,., 



man die gleichen Längen m'n, l'm, k'l... mit e bezeichnet und mit H die senkrechte 
des Pols im Kräftepolygon von dessen Kr&ftelinie, endlich mit G das Gewicht eines 



IG „. 
Biei = 2^6; II 

die Abscisse des q'° 



3a 

'2h' 



kk' : 



6 G 
2H' 
vorausgehend 



in Knotenpunkts und y dessen 



= mm' -f 11'4-kk'.;.. 



2q— 1\ Ge 
2 / H 



1 



. Ge 



4hM»4irBti< 



2'' H 

Irt offenbar qe gleich der Abscisse y und qG gleich dem Gewicht eines enteprechend 

der materiellen Linie. Bezeichnet daher p das Gewicht, welches auf die Längen- 

BMiiMatalprojection der letzteren trifft, so ist 

qG = py 



■ = 2 — I 



J 



I 



lllMM(4M(teM iit gänzlich unabhängig von der Zahl der Stücke, in welche wir die materielle 
^i#Hf^ H^tßtm. K» im &l»o auch fdr den Fall, dass jene Stücke wirkliche Elemente werden, und 
0t^ 4m» ilalaM dM Seilpolygon in eine Parabel übergeht, deren Axe die nämUche Richtung wie 
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Es ist eine bekannte Eigenschaft der Parabel, dass sich irgend zwei Tangenten an dieselbe in 
lem Punkte schneiden, der so liegt, dass die durch ihn zur Axe der Parabel gezogene ParaJlele 
die Verbindungslinie der Berührungspunkte der beiden Tangenten halbiert. Die Tangenten in den- 
jenigen Punkten A' und B' der Parabel A'nB', wo diese die Eräftelinien schneidet, welche durch die 
Endpunkte A und B der materiellen Linie gezogen wurden, sind die äusseraten Seiten des Seilpolygons, 
das mit jener Parabel zusammenfällt. Durch ihren Schnittpunkt n geht folghch die Resultante der 
aämmtUcben , auf die Linie wirkenden Schwerkräfte hindurch. Dieselbe schneidet die Verbindungs- 
linie A'B' und folglich auch die materielle Gerade AB in der Mitte. Dies ist ein neuer und im Sinne 
der graphischen Statik directer Beweis für den Satz, dass der Schwerpunkt einer materiellen geraden 
Linie in deren Mitte liegt. 

Das Vorhergehende lässt sich ohne weiters auf den Fall ausdehnen, wo über einem horizontalen 
Träger eine Last gleichförmig vertheilt ist. Das Seilpolygon aus letzterer wird eine Parabel. Das 
Eigengewicht des Trägers kann, wenn es pro Längeneinheit durch seine ganze Länge hindurch constant 
ist, entweder mit jener gleichförmig vertheilten Last vereinigt, oder für sich behandelt werden. In 
letzterem Fall ist das ihm zugehörige Seilpolygon ebenfalls eine Parabel. 

§ 80. Die gebrochene gerade Linie. — Der Schwerpunkt einer gebrochenen Linie wird 
gefunden, indem man sich in dem Mittelpunkt jedes einzelnen Stücks eine veiiical abwärts gerichtete 
Kraft, das Gewicht dieses Stückes, wirkend denkt von einer, der Länge desselben proportionalen 
Grösse. Der Mittelpunkt der so erhaltenen parallelen Kräfte ist der gesuchte Schwerpunkt. Zu 
seiner Construction sind also zwei Kräfte- und zugehörige Seilpolygone erforderUch, vorausgesetzt, 
dass die gebrochene Linie in einer Ebene hegt ; ist dies nicht der Fall, so müssen drei solche Poly- 
gonenpaare gezeichnet werden. 

In dem speciellen Fall, wo die gebrochene Linie A B C D.. . (Fig. 55) eben ist und aus einer 
■beliebigen Anzahl gleichlanger Stücke besteht, die unter gleichen Winkeln ABC, BCD... an einander 
stossen, so dass ihnen ein Kreis einheschrieben werden 
kann, der sie in ihren Mittel- oder Schwerpunkten 
berührt, kann der Schwerpunkt der ganzen Linien- 
Verbindung auf einfacherem Wege, ohne Zuhülfe- 
nahme der Kräfte- und Seilpolygone consti-uirt werden, 
Es verhilft uns dazu hauptsächhch der Momentensatz, 
der im § 73 nachgewiesen wurde. Zunächst ist klar, 
dass die in Rede stehende gebrochene Linie immer 
eine Symmetrieaxe hat. Dies ist die Verbindungslinie 
des Mittelpunktes des einbeschriebenen Kreises 
entweder mit dem Mittelpunkt s,,, des mittleren 

Linienstückes, wenn, wie in der Figur, die Anzahl derselben ungerade ist, oder mit der Ecke, zu 
deren beiden Seiten gleichviel Stücke liegen, wenn die Anzahl derselben gerade ist. Auf dieser 
Symmetrieaxe liegen die gpmeinschaftlicheu Schwerpunkte je zweier Linienstücke, die zu beiden Seiten 
derselben gleiche Lage haben. Sie ist folglich ein geometrischer Ort für den gesuchten Schwerpunkt. 

Behufs Anwendung des oben erwähnten Satzes nehmen wir als Momentenaxe (s. § 76) irgend 
eine durch den Mittelpunkt des einbeachriebenen Kreises in der Ebene der Figur gezogene Gerade X X. 
Die Länge der einzelnen LinienstUcke bezeichnen wir mit 1 und mit demselben Buchstaben die ihnen 
proportionalen Schwerkräfte, die wir uns in den Schwerpunkten Si, Sj, s-,... der Stücke wirken 
denken müssen. Die senkrecht gemessenen Entfernungen dieser Schwerpunkte von der Linie XX 
lien ei, et, e,... Dann ist das Gesammtmoment jener Schwerkräfte in Bezug auf die Momenteiiaxe 
ich der algebraischen Summe 
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Die Resultante jener Kräfte ist proportional mit der Gesammtlänge Ig der gebrochenen Linie und 
werde wie diese bezeichnet. Ist dann die Entfernung des gesuchten Schwerpunktes S von der 
Linie XX gleich e«, so iquse 

loe. = ^le 

sein. Nun gilt für irgend ein Linienstück CD, dessen Schwerpunkt s die Entfernung e von der 
Momentenaxe hat, und dessen Projection auf die letztere mit 1' bezeichnet werde, wegen der Aehn- 
licbkeit der Dreiecke C D D' und a s' die Propoi-tion 

1 : r — r : e, 
unter r den liadius des einheschriebenen Kreises verstanden. Daraus folgt 



und (lies in obige Momentengleichung substitoirt, ergibt 

1.6, =.5rr=r.^l'=r]„ 
wo 1„ die Projection A'M' der ganzen gebrochenen Linie auf die Momentenaxe bezeichnet. Die 
Entfernung eo des gesuchten Schwerpunktes von der Linie XX und damit der Schwerpunkt selbst 
kann folglich durch Construction der Proportion 

1, :i; = r;e„ 
gefunden werden. 

Zeichnet man zu diesem Behufe ein rechtwinkeliges Dreieck A'LL', dessen eine Kathet« in 
der Linie XX liegt, während seine andere LL' gleich dem liadius r des Kreises und seine Hypo- 
tenuse A'L gleich der Länge U der gebrochenen Linie ist, und trägt man auf letzterer ein Stück 
A'ü = A'M' gleich der Projection Ij, auf, so ist die vom Endpunkt U dieses Stückes auf XS ge- 
fällte Senkrechte U ü' gleich der gesuchten Entfernung e». Eine durch U zur Momentenaxe XX 
gezogene Parallele schneidet also die Symmetrieaxe Os„ in dem gesuchten Schwerpunkt S. 

^ 81. Der Kreisbogeo. — Vorstehende Construction ist von der Anzahl und Länge der 
Seiten , aus denen die betrachtete gebrochene Linie besteht , ganz unabhängig. Sie kann deshaJb 
unmittelbar auch zur Aufsuchung des Schwerpunktes eines Kreisbogens angewendet werden, 
der als Polygon von unendlich vielen unendlich kleinen Seiten betrachtet werden kann, wenn man 
nnr unter L die Länge dieses Bogena, unter I„ seine Projection auf irgend eine, durch den Mittel- 
punkt des Kreises gezogene Momentenaxe und unter r deu Radius des Kreises selbst versteht. 

Etwas vereinfacht wird die Construction dadurch , dass man sich als Momentenaxe die durch 
den Mittelpunkt gezogene Senkrechte auf dem Radius Os,,, (Fig. 56) genommen denkt, welcher 
den Bogen halbirt, und auf dem der Schwerpunkt S liegt, Dann wiid 
die Sehne AÄ' des Bogeus gleich seiner Projection Ij auf jene Mo- 
mentenaxe und die Entfernung OS des gesuchten Schwerpunktes vom 
Kreismittelpunkt gleich eo. Streckt man daher auf die durch den 
Bogenmittelpunkt s„ gezogenen Tangente auf beiden Seiten von Sn, dip 
halbe Bogenlänge b„B = s^A und s^B' = s^A' aus, zieht dann die 
Linien OB und OB' und durch die Endpunkte A, A' des Bogens Linien 
parallel zum halbirenden Radius Os„, welche jene in den Punkten C 
und C tretfen, so schneidet die Verbindungslinie CC dieser letzte ren 
Punkte den halbirenden lEadius Os^, im gesuchten Schwerpunkt S. Denn es verhält sich 
BB':CC' = 08m:0S 



Fig. i 




oder 



1. : i;, 



Man kaan auch, wie in derselben Fig. 56 geschehen, die durch den Bogenmittelpunkt gezogene 
Tangente vom Kreismittelpuukt aus mit einem Radius OL gleich der Bogenlänge L durcbscbueideii 
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uad auf die Verbind» ugslinie OL von aus ein Stück OU gleich der Sehnenläuge Ä A' auftragen. 
Die Parallele zur Sehne AA', welche durch den Endpunkt U des letzteren StUckes gezogen wird, 
schneidet den halbirenden Radius Os„ im gesuchten Schwerpunkt. Denn es ist wieder: 

OL:OU = Os„:OS 
oder K-K = r-*^«- 

§ 82. Die krumme Linie im Allgemeinen. — Tm den Schwerpunkt irgeud einer krummen 
Linie zu finden, theilt man dieselbe in eine so grosse Anzahl gleicher Stückchen, dass man jedes 
derselben als gerade betrachten kann. An den Mittelpunkten dieser Stückchen denkt man sich 
daiin vertical abwärts gerichtete Kräfte, deren Gewichte, wirken und sucht auf die bekannte 
Weise, mittelst Construetion der nötWgen Kräfte- und Seiipolygone , den Mittelpunkt jener 
parallelen Kräfte. 




Schwerpunkt ebener Figuren. 

§ 83. Das Dreieck. — Der Sckwerpunkt einer DreieckafUche ABC (Fig. fi7) wird ge- 
funden, indem man dieselbi- durch Schnitte, parallel zu einer Seite AB, in sehr dünne Lamellea 
wie rt,i z. B. zerlegt, welche als materielle gerade Linien betrachtet werden können. Die Schwer- 
punkte dieser Lamellen liegen alle auf der geraden 

Linie, welche die Mitte D jener Seite mit der gegenüber- ^'S- ob- 

liegenden Ecke C verbindet. Diese ist folglich ein geo- 
metrischer Ort für den Schwerpunkt des Dreiecks. Zwei 
andere solche geometrische Oerter sind aus denselben 
Grflnden die Verbindungslinien der Mitten der beiden 
anderen Dreieckseiten mit den ihnen gegenüberliegenden 
Ecken. Die drei Transversalen schneiden sich, wie sich 
auch geometrisch beweisen liisst, in einem Punkt S. 
dem Schwerpunkt des Dreiecks. Dieser theilt nach 
einem bekannten geometrischen Satz jede derselben 
in dem Verhältniss von 1 zu 2 so, dass das kleinere 
Stück zunächst der Seite liegt, welche die Transversale 

halhirt. Daraus folgt leicht, dass das ganze Gewicht Q des Dreiecks, das man sich in seinem 
Schwerpunkt wirken denken darf, auf seine drei Ecken so vertheilt werden kann, dass auf jedes 
derselben gleichviel, also 'ä Q. als dort angreifende Componente jenes ganzen Gewichtes kommt. Be- 
zieht man dann diese drei Cnmponenten und ihre Besultante auf eine beliebige Momentenebene 
und nennt a, b, c und s die Entfernungen der drei Ecken des Dreiecks und seines Schwerpunktes 
von dieser Ebene, so ist uach dem Momentensatz 

Qh = iQa + JQb + iQc 
oder s= J (a -|- b -|- c). 

§ 84. Das Parallel(i;e:i'amm. — Den Schwerpunkt eines Parallelogramms findet man 
iß ähnlicher Weise wie den des Dreiecks durch Zerschneiden in Lamellen, die parallel zu dem 
einen oder anderen Paar der Parallelseiten sind, oder auch, indem man das Parallelogramm durch 
eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt. Im ersten Fall ergibt sich, dass der gesuchte Schwerpunkt 
in der Mitte jeder der Linien liegt, welche die Halbirungspunkte zweier gegenüber liegenden Seiten 
mit einander verbinden; im zweiten Fall findet er sich im Mittelpunkt jeder der beiden Diagonalen 
gelegen. Es versteht sich von selbst und Ifisst sich auch geometrisch leicht beweisen, dass sich alle 
diese Linien in einem und demselben Punkt, dem Schwerpunkt, schneiden. 
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§ 85. Das Trapez. — Um den Schwerpunkt eines Trapezes ABCD (Fig. 58) zu liriden, 
denkt man sich dasselbe zunächst wieder in der Richtung seiner Parallelseiten in sehr dOuae 
Lamellen zerschnitten, deren Schwerpunkte sammtlich auf der Verbindungslinie EF der Mitten jener 
Parallel seilen gelegen sind. Diese Linie ist deshalb auch ein geometrischer Ort filr den Schwer- 



Fig. 58. 




punkt des Trapezes. Hierauf zerlege man das 
letztere durch eine Diagonale A C in zwei Drei- 
ecke ABC, A C D, deren Schwerpunkte, nach § 83 
gefunden. S, und St seien. Der Schwerpunkt des 
Trapezes liegt dann in der Verbindungslinie S, Si 
dieser beiden Punkte und folglich in dem Durch- 
schnittspunkt S derselben mit dem vorhin schon 
gefundenen geometrischen Ort E F. 
Es kann leicht ermittelt werden, in welchem Verhältniss der Schwerpunkts die Mittellinie E I"' 
theilt- Die Schwerpunkte S, und S, liegen in den Linien EC, AF, welche die Mitten der Grund- 
linien der hetreifenden Dreiecke mit der gegenüberliegenden Kckc verbinden, und theilen diese Ver- 
bindungslinien in dem Verhältniss von 1 : 2 sii, dass das kleinere Stück zunächst der halbirten Seite 
liegt. Zieht man daher von diesen Schwerpunkten Linien in der Richtung der Parallelseiten des 
Trapezes nach der Mittellinie EF. so wird letztere hiedurch in drei gleiche Theile FG, GH und HE 
getheilt. Der mittlere dieser drei Theile, G H , wird ferner vom Schwerpunkt S in demselben Ver- 
hältniss getheilt, wie die Verbindungslinie SiS, der Schwerpunkte der Dreiecke ABC und ACD. 
nämlich im umgekehrten Verhältniss der Flächeninhalte jener Dreiecke oder, da dieselben gleiche 
Höhe haben, im umgekehrten Verhältniss ihrer Grundlinien A B und C D. Bezeichnen wir dieselben 
kürzer mit a und b und die Linie £ F mit b, so ist folglich 
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b getheilt. Diese Thellung kann aber 



oder in dem Verhältoiss 
sehr leicht direct ausgeführt uod 



dadurch der Schwerpunkt S des Trapezes gefunden werden, ohne dass man erst die Schwerpunkte 
Si und St der Dreiecke ABC und ACD zu suchen braucht. Verlängert man nämlich jede der 
beiden Parallelseiten um die andere, aber nach entgegengesetzten Richtungen hin, also AB nach 
rechts hin um B K ^ C D ^: b und C D nach links hin um D J = A B = a, so schneidet die Ver- 
bindungslinie J K der Endpunkte dieser Verlängerungen die Mittellinie EF in dem Punkt S. In 4?L 
That verhält sich in den beiden ähnlichen Dreiecken EKS und SFJ 
ES:SF= EKtFJ 

= ^a + b:a+ ^ b 

= a-|-2b:2a + b. 
§ 86. Das nnregelmässige Viereck. — Um den Schwerpunkt eines unregelmässigen Vier- 
eckes ABCD (Fig, 09) au finden, theile man dasselbe durch eine Diagonale BD in zwei Dreiecke 
A B D, D B C, deren Schwerpunkte S, und S, auf bekannte Weise gefunden werden. Sie liegen io 
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den Linien AO. OC, welche die Mitte der Diagonale mit den gegenüberliegenden Dreiecks-Ecken 
verbinden, und theilen diese Linien in dem Verhältniss von 1:2. Der gesuchte Schwerpunkt liegt 
in der Verbindungslinie Si Si jener beiden Schwerpunkte. Einen zweiten geometrischen Ort für den- 
selben könnte man offenbar auf ganz ähnliehe Weise finden. 
wenn man das Viereck durch seine zweite Diagonale AC in 
zwei Dreiecke theilen und deren Schwerpunkte mit einander 
verbinden würde. Aber es ist einfacher, den Schwerpunkts 
des Vierecks dadurch zu finden, dass man die Linie SiS, 
nach richtigem Verhältniss theilt. Dieses VerhaltnJss ist leicht 
zu finden; da man eich in den Punkten S, und St Kräfte an- 
gebracht denken musB, gleich den Gewichten der Dreiecke 
ABD und DBC. so theilt der Angriffspunkt der Resultante 
die Verbindungslinie jeuer Angriflspunkte im umgekehrten 
Verhältniss dieser Gewichte oder im umgekehrten Verhältniss der FÜlcheninhalte der Dreiecke ABD 
und DBC. Aber diese Dreiecke haben lüe gleiche Grundlinie BD; ihre Flächen verhalten sich also 
wie ihre Höben, oder wie die Abschnitte AE und EC der zweiten Diagonale. Nun ist S.S, zu dieser 
zweiten Diagonale parallel, vertauscht man deshalb jene Abschnitte mit einander, so dassAE, gleich 
EC und E, C gleich AE wird, so schneidet die Verbindungslinie E, die Linie SjS, in dem richtigen 
Verhältniss und der Schnittpunkt S ist der gesuchte Schwerpunkt des Vierecks. 

Dieser letztere theilt, wie leicht ersichtlich, die Verbindungslinie Ei auch in dem Verhältniss 
von 1:2. Man kann folglich den Schwerpunkt des Vierecks auch dadurch finden, dass man den 
Mittelpunkt der einen Diagonale mit dem Punkt E, der anderen Diagonale, den man durch Veilauschen 
ihrer Abschnitte erhält, verbindet und die Verbindungslinie in dem Verhältniss von 1:2 so theilt, 
dass der kleinere Theil der halbirten Diagonale anliegt. Das Gleiche gilt natürlich für die Ver- 
bindungslinie des Mittelpunktes Oi der zweiten Diagonale mit dem Punkt E, auf der ersten, den 
man durch Vertauschen von deren Abschnitten erhält. Da die Mittelpunkte 0, Oi der Diagonalen 
zugleich Halbirungsp unkte der Strecken EE, und EEi auf denselben sind, so folgt hieraus: Der 
Schwerpunkt des unregelmässigen Vierecks Jallt zusammen mit dem Schwerpunkt des Dreiecks, 
dessen drei Ecken der Schnittpunkt E der Diagonalen und die beiden Punkte E, und E, derselben 
sind, welche man durch Vertauschen ihrer Abschnitte erhält. 

Hieraus geht nun wieder hervor, dass die Verbindungslinie ES, verlängert, die Seite E,E, 
jenes Dreiecks in dem Punkte 0, halbiren muss, während die Linie EO, selbst in S in dem Ver- 
hältniss von 1:2 getheilt ist. Wird folglich CD parallel zu AB, d.h. geht das unregelmässige 
Viereck in ein Trapez über, in welchem Falle auch E, E, parallel zu jenen Parallelseiten wird , so 
liegen die Halbirungspunkte der letzteren, derjenige der Strecke E|E,, der Durchschnittspunkt der 
Diagonalen und der Schwei'punkt des Trapezes, sämmtlich in einer geraden Linie, und zwar theilt 
der letztere Punkt die Strecke zwischen den von ihm genannten beiden Punkten E und 0, im 
Verhältniss von 1:2 so, dass der kleinere Theil dem letzten Punkt 0, anliegt. Hieraus lässt sich 
auf einem anderen Wege, als im vorigen g geschehen, ebenfalls das Verhältniss herleiten, in welchem 
der Schwerpunkt des Trapezes die Verbindungslinie der Mittelpunkte seiner Parallelseiten theilt. 

Endlich ist nocli leicht zu zeigen, dass die Abschnitte S,S und S.F auf der Verbindungs- 
linie Si S, der Schwerpunkte der Dreiecke ABD und B D C einander gleich sind. Daraus ist folglich 
der Schwerpunkt des Vierecks leicht zu finden , wenn man die Schwerpunkte 8i , 8i jener Drei- 
ecke hat. 

§ 87. Die Vielecke im Allgemeinen, — Der Schwerpunkt eines Polygons mit mehr als 
vier Seiten wird erhalten , wenn man dasselbe durch Diagonalen in Vierecke oder Dreiecke zerlegt, 
die Schwerpunkte derselben sucht und die in denselben wirkenden Kräfte, welche den Flächen- 

13* 




<^'H^gA.'b 



^ 



100 



VIIL Absehaill, Vom Schwerpuiilit. 



^ «(— W 



Fig. tiO. 




iohalteii der betreffenden Vier- oder Dreiecke propoilioiial sind, durcli Kräfte- und Seüjuilygone 
■vereinigt. 

g 88. Der Kreissectur. — Den Schwerpunkt eines Kreiasectors OACB (Fig. 60) findet 
man, indem man sich denselben in sectorenfürmige Elemente 0«/* zerachoitten denkt, welche auf den 
Elementen a(i des Bogeas ACB stehen. Diese sectoreuförmigen Elemeute können dann als Dreiecke 
betrachtet werden, deren Schwerpunkte die Verbiodungs- 
Unie der Mittelpunkte ihrer Bögen mit dem KreiamittfJ- 
punkt im Verhältniss von 1 ; 2 theilen : alle diese Schw«- 
punkte liegen auf dem Bogen A'C'B', der zwisclien 
denselben Endradien um denselben Mittelpunkt wie der 
ACB mit einem Radius gezogen wurde, der J von dem 
des gegebenen Kreisseetors ist. Dieser Bogen kana 
folglich als materielle Linie betrachtet werden , deren 
Elemente so schwer wie die zugehörigen , sectoren- 
förmigen Elemente des Sectors sind , und deren Schwer- 
punkt mit dem des gegebenen Sectors zusammen fallt. 
Derselbe wird also erhalten , indem man auf der Tangente , welche durch den Mittelpunkt C des 
Bogen» A'C'B' gezogen wurde, den halben Bogen C'B', oder auch auf der durch den Halbirnugs- 
punkt C des Bogens ACB gezogenen Tangente den halben Bogen CB gleich CT ausstreckt und OT 
zieht. Wenn man dann durch den Endpunkt B' des Bogens A'C'B' eine Pai-allele zum mittleren 
Radius OC legt, welche jene VerbindungsUnie in D trifft, so schneidet die durch letzteren Punkt 
zur Sehne AB gezogene Parallele den mittleren Radius in dem gesuchten Schwerpunkt S des Sectors. 
§ 89. Der Kreisabschnitt (Fig. 60). — Der Sector 0.\CB, dessen Schwerpunkt S wir soeben 
finden lernten, kann als Summe des Abschnitts ACB und des Dreiecks ABO betrachtet werden. 
Der Schwerpunkt Sj des letzteren liegt, wie leicht ersichtlich, im Durchschnitt des mittleren Radius 
OC mit der Sehne A'B' des Bogens A'C'B', der, wie im vorigen Paragraph gezeigt, bei Construction 
des Schwerpunkts des Sectors mit einem Radius gleich ^ von dem des letzteren gezogen werden 
musste. Der Schwerpunkt S, des Abschnittes ACB rauss offenbar auf dem mittleren Radius und 
zwar so liegen, dass der Schwerpunkt des Sectors die Verbindungslinie SiSi im umgekehrten Ver- 
hältnisse der Inhalte des Abschnittes ACB und des Dreieckes ABO theilt, d. h. es muss sich 
verhalten 

S,S :SS, 
Daraus folgt die andere Proportion: 

S,S:S,S, 



= AABO: Absthn, ACB 






AABO: Sect. OACB 
^MH :arc. CB. 
Zieht man daher duich die bekannten Schwerpunkte S und Sj zwei beliebige Parallele ia g]«cbeKt 
Sinne und trägt auf die eine von S, aus das Stück S,E = arc. CB = CT auf und auf die andere 
das Stück SF = MH, so trifft die Verbindungslinie der Endpunkte E, F dieser Stücke den mittleren 
Radius in S,, dem Schwerpunkt des Abschnitts. 

§ 90. Kingstück des Ausschnittes zwischen zwei concentrischen Kreisen. — !n 
ähnlicher Weise wie eben den Schwerpunkt eines Kreisabschnittes kann man den des Riagstücks 
DACBEF (Fig. 61) des Ausschnittes zwischen zwei concentrischen Kreisen bestimmen. Dasselbe 
kann als Differenz der beiden Kreisausschnitte OACB und D F E betrachtet werden. Deren Schwer- 
punkte S und S) werden auf die im g 8S gelehrte Weise mittelst der Kreisbogen Ä' B' und D' E' 
gefunden, die mit Radien gleich ^ von denjenigen der betr. Ausschnitte gezogen werden. Der 
Schwerpunkt Si des Uingstückes muss dann auf dem mittleren Radius OC so liegen, dass sich veriiält 
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S,S;SS, = Se<:t. ODFE: Ringst. DAEE, 
IS die andern IVoportiouen folgen: 

S,S ; S,S, = Sect. ODFE : Sect. OACB 
= r' : r', 

j wenn r und r' die Radien der concentrischen Kreise sind, welche das Ringstück begrenzen. Damit 
I letztere Proportion conatruirt werden kann, schreiben wir sie so 
S,S:S,S, :-x:r, 



f iBt und folglich aus der Proportion 
r : r' ^ r' : x 

gefanden wird. Um letzteres auf graphischem Wege zu be- 
werkstelligen, darf man nur AF ziehen und durch D eine 
R Parallele dazu, bis der mittlere Radius in G geschnitten 
ird. OG ist dann jenem x gleich, denn in der That ver- 
li&lt sich 

OA:OD = OF:OG 




Zieht man nmi durch die beiden bekannten Schwerpunkte ä und S, nacti derselben Seite hin zwei 
FarallelUnien und trägt auf dieselben von jenen Punkten aus bzw. die Strecken S J ^ x = G 
und SjH = r =r OC auf, so schneidet die Verbindungslinie der Endpunkte J und H derselben dea 
mittleren Radius in dem gesuchten Schwerpunkt des Ringstücks. 

§ 91. Das Parabel-Segment und das Parabel-Dreieck. — Der Schwerpunkt eines P a r ab e V- 
Begmentes BAC (Fig. (>2) mit beliebiger begrenzender Sehne BC wird gefunden, indem man sich 



Fig. ( 



jdasselhe durch Schnitte, parallel zu jener Sehne, in Lamellen /^^ 
durchweg gleicher, aber sehr geringer Breite getheilt 
^denkt. Die Schwerpunkte aller dieser, als materielle Linie zu 
betrachtenden Lamellen liegen in ihren Mitten, also in dem 
zur Sehne BC conjugirten Durchmesser ÄX. Dieser ist folg- 
lich ein geometrischer Ort für den Scliwerpunkt des Parabel- 
segmentes. 

Um die Lage desselben in jenem Durchmesser zu finden, 
bedienen wir uns des Momentensatzes. Wir denken uns in den 

»Schwerpunkten jener Lamellen parallele Kräfte wirken, welche 
den Gewichten dieser Streifen, also ihren Längen 2y pro- 
portional sind. Die Momente dieser Kräfte beziehen wir auf 
Aie in A an die Parabel gelegte zur Sehne BC parallele 
Tangente M M als Momentenaxe und messen die Entfernungen x 
der Angriffspunkte von dieser in der Richtung des conju- 
girten Durchmessers AX. Bezeichnet dann Xo die in derselben Richtung gemessene Entfernung des 
Angriffspunkts der Resultante, also des gesuchten Schwerpunktes von der Momentenaxe, so muss- 
\ nach dem Momentensatze 

Xt,^2y ^ i' 2xy 
lein, woraus folgt 

Xu = ^-- ■ 

-y 

nn besteht zwischen den Grossen x und y hei der Parabel die bekannte Relation: 
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wo p eine constaiite Grö. 



y=V2px. 

Setzt man diesen Wertli für y in obige Gleichunj ein, so kommt 

Der Quotient auf tler rechten Seite dieser Gleichung findet sich nach den Regeln der Aualysjs alS' 
J 1, wo 1 die Länge A D des Durchmessers A X zwischen der Parabel und der Sehne B C bezeichnet, 
Wenn man also diese Strecke AD in dem Verhältniss von 2 : 3 so theilt, dass das grössere Stück 
zunächst der Parabel liegt, so ist der Theilungspunkt der Schwerpunkt des Parabelaegments. 

Die Schwerpunkte S' und S" der Halbsegmente ADC und ADB haben, wie leicht aus Obigem 
hervorgeht, dieselbe Entfernung von der Momentenaxe MM, wie der Schwerpunkt S. Sie liegen also 
in der durch S zu BC gezogenen Parallelen, und zwar zu beiden Seiten des Durchmessers AX 
gleichweit von diesem entfernt. Wie gross diese Entfernung ist, finden wir wieder leicht mittelst 
des Momentensatzes, wenn wir nur jetzt AX als Momentenaxe nehmen und die Entfernungen in der 
Richtung von BC messen. Denken wir uns dann in den Mittelpunkten der Halblametlen Sy parallele 
Kräfte wirken, deren Grösse der Länge y der Halblamellen propnrtinal oder gleich ist, und bezeichi 
wir mit j« die in jener Hichtung gemessene Entfernung des gesuchten SchwerpunktcB 
Momentenaxe AX, so ergibt der Momentensatz die Relation 
y. 2y = ^iy'\ 
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Nach der bereits oben citirten Relation zwischen den Grössen j und .\ bei der Parabel geht 
diese Gleichung über in 

Der Quotient aus den beiden Summen auf der rechten Seite dieser Gleichung ist nach den Regelu 
der Analysis gleich | Kl; folglich wird 



mit h die halbe 1 



nde Sehne BC bezeichnet wird, 
3 , 



Die in den Endpunkten der Sehne BC an die Parabel gezogenen Tangenten schneiden sich in 
einem Punkte E des zur Sehne conjugirten Durchmessers. Dieser Punkt liegt so, daas die Strecke 
zwischen ihm und dem Mittelpunkt D der Sehne vom Punkte A halbirt wird. Die Fläche des von 
jenen Tangenten und dem Parabelbogen gebildeten Ausschnittes BECA, Parabeldreieck genannt, 
ist halb so gross, als die des Parabelsegmentes BAC, mit welchem zusammen er das Dreieck BEC 
bildet. Der Schwerpunkt des letzteren Hegt, wie derjenige des Parabelsegmentes, in der Linie ED 
und zwar um J ED oder ^1 von D entfernt. Desshatb liegt auch der Schwerpunkts, des Parabel- 
dreiecks in der Linie ED, und denkt man sieb die Sehne BC als Momentenaxe genommen und die 
Entfernungen in der Richtung des conjugirten Durchmesaers gemessen, so muss nach dem Momenten- 
satz die Relation stattfinden : 

SD X Segm. BAC + S,D x Ausschn. BECA =0D x A BEC 
oder 

llx2 + S,I)x l=?lx3, 
woraus 

S,D = J1 
und daher 

8,A = J1. 



VII!. Abschnitt. V'un Scbwcrpiuikt. 



UI3 






Die Schwerpunkte S'j und S',' der Halbausschnitte EAC und EAB liegeu, wie leicht eisichtlicb, 
in der zu BC durch S, gezogenen Paralleleu, zu beiden Seiten des coujugirten Durchmeasera gleich- 
weit von diesem entfernt. Nimmt man EX als Momentenlinie und misat die Entfernungen in der 
Richtung der Sehne BG, so beträgt diejenige des Schwerpunktes des Dreiecks EDC, welches die 
Summe des Halbausschiiitts EAC und des Halbsegmenta ADC ist, ^ h. Folglich ist nach dem 
Momenten satz 

SS X Halbsegm. ADC-f S, S, x Halbausschn. EAC ^ ^h x A EDC . 
oder 3 h X t* + S;S, x 1 = ^ h X 8, 

woraus S'|Ö, = Jh. 

Die vorstehenden, auf die Parabel hezQglichen Resultate sind schon wegen ihrer Einfachheit 
ton besonderem Interesse; sie sind aber auch von praktischer Wichtigkeit desshalb, weil sehr viele 
in den Anwendungen vorkommende krumme Linien und selbst noch Kreisbögen mit grosser Annäherung 
als Parabelbogen betrachtet und die von ihnen begrenzten Flächen mit Vortheil wie die obigen 
Parabelab- und Ausschnitte behandelt werden können. 

§ 92. Unregelmässige ebene Figur; Schwerpunkt eines Schienenproflis als erstes 
Beispiel. — Der Schwerpunkt einer unregelmässigen ebenen Figur wird gefunden, indem man die- 
selbe durch Parallelliuien in Lamellen zerlegt, die mit hinreichender Annäherung als Tmpeze betrachtet 
■werden dürfen. Die Breite dieser Lamellen wird in der Regel so klein werden müssen, dass mau 
ohue merklichen Fehler ihren Schwerpunkt in der Mitte der Linie wird annehmen können, welche 
die Parallelseiten halhirt. Sollte dies nicht zulässig sein, weil jene Breite zu gross und die Neigung 
der nicht parallelen Seiten gegen einander zu stark ist, so kann man den Schwerpunkt des betr. 
Trapezes leichl nach § 85 finden. An diesen Schwerpunkten müssen nun parallele Kräfte wirkend 
gedacht werden, deren Grössen proportional oder gleich den Flächeninhalten der betr. Trapeze sind. 
Um die Grösse dieser Kräfte zu erhalten , verwandelt man die Trapeze mit Hülfe bekannter 
;eometriBcher Sätze in Rechtecke mit durchweg gleicher Basis. Die Höben dieser Rechtecke sind 
dann ihren Flächeninhalten, also den Flächen der Trapeze proportional. .Auf geeignetem Massstab 
gemessen, können sie sogar gleich diesen Flächen gesetzt werden, und man sagt dann, man habe die 
letzteren auf eine gemeinschaftliche Flächenbasis reducirt, Ist z, B. die Längeneinheit der Centimeter 
and wird als Fläcbenbasis auch ein Centimeter genommen, so repräsentirt je ein Centimeter des 
Längen massatabes, wenn die reducirten Flächen mit ihm gemessen werden, einen Quadratcentimeter. 
Wird dagegen, unter sonst gleichen Verbältnissen, eine Länge von 4 Centimeter als Flächenbasis 
genommen, so repräsentirt jeder Centimeler der reducirten Flächen, mit dem gewöhnlichen Längen- 
nassstab gemessen, eine Fläche von 4 Quadratcentimetern. 

Nachdem man die so reducirten Flächen der Trapeze in deren Schwerpunkten als Parallelkräfte 

langebracht hat, muss man sie noch durch Kräfte- und Seilpolygon vereinigen. Wenn bereits ein 

[eometriseher Ort für den Schwerpunkt bekannt ist, wenn z. B, die Figur eine Sjmmetrieaxe hat, 

der stets der Schwerpunkt liegen muss, so reicht ein Kräfte- mit zugehörigem Seilpolygon aus. 

lESerdem müssen zwei solcher Polygonen paare construirt werden. 

Als Beispiel haben wir in Fig. 22 Taf VII die Aufgabe durchgeführt, den Schwei-punkt eines 

Eiseubahnscbienen-Proüls. das ähnlich dem Normalprofil der königl. bayer. Staatseisenbahnen ist, zu 

luden. Dasselbe, in der Figur in natürlicher Grösse gezeichnet, hat eine Symmetrieaxe, in der 

der Schwerpunkt liegen muss. Wir haben es durch Parallellinien senkrecht zu jener Sym- 

U Lamellen zerlegt, die mit Ausnahme des obersten Stückes, am Kopfe, sammtlich 

Trapeze betrachtet werden dürfen. Jenes obeiste Stück haben wir als Parabelsegment behandelt. 

Schwerpunkte der Trapeze konnten wir alle in der Mitte der die Parallelseiten balbirendeo Linie 

inehmen, nur bei der, von oben herab gezählten, lö*»" Lamelle wurde wegen der starken Neigung 
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der üiclt parallelen Seiten gegen einander der Schwerpunkt nach § 85 construirt. Der mit (1) 
bezeichnete Schwerpunkt der ersten Lamelle, des Parabelsegraents, wurde so gefunden wie in § 91 
angegeben. Die Schwerpunkte der Lamellen sind mit den von üben nach unten fortlaulenden Ziffern 
(1), (2), (3)... (19) bezeichnet. An ihnen sind die auf eine gemeinschaftliche Flät'henbasis reducirten 
Flächeninhalte der Lamellen als Parallelkräfte anzubringen. Als Flächenbasis haben wir die Länge 
von 4 Centimeter gewählt und die Reduction, zunächst der Trapeze, auf 'sie in folgender Weise 
vorgenommen. 

Eb bezeichne h die längs der Symmetrieaxe zu messende Höhe des zu reducirenden Trapezes 
und ro die Länge der Linie, welche mitten zwischen den ParalleUeitea zu diesen parallel gezogen 
wird, die also bei allen Trapezen, ausgenommen das mit Nr. 15 bezeichnete, durch den Schwerpunkt 
geht. Dann ist mh der Inhalt des Trapezes und bezeichnet also a die Flächenbasis und s die 
reducirte Fläche, so muss 

mh ^ ax 
sein und kann daher x aus der Proportion 

a : m ^ h : X 
oder aus der 

11 K 



gefunden werden. Diese Proportion ist leicht zu construiren. Man zieht durch den einen Endpunkt e 
(für Trapez Nr. 7 z. B.) der Linie , welche mitten zwischen den Parallelseiten parallel zu diesen 
gezogen ist, eine Parallele zur Symmetrieaxe. Auf derselben trägt man von ihrem Schnittpunkt f 
mit der oberen Parallelseite aus den vierten Theil der Basis, in unserer Figur also 1 Centimeter, 
ab und verbindet den Endpunkt g mit der Mitte i der oberen Parallelseite. Die Verbindungslinie 
schneidet jene mittlere Parallele in einem Punkt k, dessen Entfernung k (7) von der Mitte derselben 
gleich der gesuchten reducirten Fläche ist. Geben wir folglich den in den Schwerpunkten wirkenden 
Parallelkräften eine Richtung senkrecht zur Symmetrieaxe, so erhalten wir durch obige Construction 
die reducirten Flächen als jene Kräfte sogleich an ihre Stelle getragen , vorausgesetzt, dass der 
Schwerpunkt des Trapezes in der Mitte der die Parallel seilen halbirenden Linie angenommen werden 
durfte. Andernfalls hat man, wie beim Trapez Nr. 15, die gefundene reducirte Fläche noch auf 
die durch den Schwerpunkt zu den Parallelseiten gezogene Parallele zu tibertragen, was mit Hülfe 
einer einzigen Parallelen zur Symmetrieaxe leicht geschehen kann. 

Die Reduction des Parabelsegments kann in ähnlicher Weise folgendermassen vnrgenommeu 



werden. Es bezeichne wieder '. 
muss daher die Gleichung 



seine Höhe und s seine Sehne, so ist ^-hs seine Fläche, und es 



oder die Proportio 



welche identisch ist mit der 



1 



1 



1 , 



erfüllt werden, wenn x die gesuchte reducirte Fläche bedeutet. Um dieses x zu construiren. wird 
man durch den einen Endpunkt e' der Sehne eine Parallele zur S3'mmetrieaxe ziehen und deren 
Schnittpunkt f mit der durch den Scheitel der Parabel zur Symmetrieaxe gezogenen Senkrechten 
suchen. Von diesem Punkte aus trägt man dann nach abwärts eine Länge Tg' gleich dem i 
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Theü der Flacbetibasis , in unäerem Falle also !•"', auf ihr ab und verbindet den Endpunkt mit 
dem Scheitel der Parabel. Diese Verbindungslinie schneidet die zur Sehne gezogene Parallellime, 
welche um J der Höhe gegen den Farabelscheitel hin von ihr entfernt ist, in einem Punkte, dessen 
Entfernung von der Symmetrieaxe gleich der gesuchten reducirten Fläche ist. Dieselbe ist dann 
einfach auf die Klüftelinie zu übertragen, die durch den Schwerpunkt des Parabelsegments senkrecht 
ZOT Symmetrieaxe gezogen wird. 

Aus den auf diese Weise erhaltenen Kräften haben wir das Kräftepolygon 1 2 3 ... 19 construirt, 
welches hier in eine Linie zusammenfallt. Die Strecke 19 desselben gibt die Summe aller Kräfte, 
oder den auf die Flächenbasis reducirten Inhalt des Schienenprofils. Wir finden in unserer Figur 
jene Strecke gleich 12,46'"", und da jeder Centimeter 4i'^'° Fläche repräaentirt, so ist der Flächen- 
inhalt des Profils gleich 49,Si™. 

Um das Seilpolygoii zu construiren, nahmen vrir im Kräftepolygon den Pol C an; aus ihm 
erhielten vir das mit 1 11 III . . . XIX XX bezeichnete Seilpolygon. Durch den Durchschnittspunkt a 
der äussersten Seiten desselben muss die Resultante sämmtlicher Kräfte gehen. Zieht man folglich 
durch diesen Punkt eine Senkrechte zur Symmetrieaxe, so schneidet sie die letztere in dem gesuchten 
Schwerpunkt S des Schienenprofils. 

§ 93. Zweites Beispiel: Schwerpunkt eines Winkeleisenproflls. — Als zweites Beispiel 
far die Aufsuchung des Schwerpunktes einer uuregelmässigen ebenen Figur haben wir in Fig. 23 
Taf. VIII ein Winkel eisenprofil gewählt, und zwar aus zwei Gründen: Erstens, um auch eine un- 
symmetrische Figur zu behandeln, und zweitens, um das Verfahren in dem Fall zu zeigen, wo die 
gegebene Figur in einige wenige geradlinig begrenzte Stücke getheilt werden kann. Das Profil ist 
wieder in natürlicher Grösse gezeichnet; wir haben es in sechs Stücke, vier Trapeze, ein Rechteck 
und ein Dreieck, zerlegt. Die Schwerjiuiikte dieser Stücke konnten also auf bekannte Weise gefunden 
werden. Sie sind mit (1), (2), (3). ..(6) bezeichnet worden. In diesen Schwerpunkten hat man sich 
wieder die auf eine gemeinschaftliche Basis reducirten Flächeninhalte der betr. Stücke als Parallel- 
kräfte wirken zu denken. 

Für die Beduction der Flächen haben wir liier, wo man es nicht bloss mit Trapezen zu tbun 
hat, und wo die vorhandenen Trapeze nicht mehr die einfache Lage haben wie in Fig. 22 Taf. VII 
einen andern Weg als im vorigen Paragraphen eingeschlagen. 

a) Um nämhch zunächst den Inhalt eines Dreieckes ABC (Fig. (J3) auf die Basis a zu redu- 
ciren, durchschneide man von irgend einem Eckpunkt A desselben aus die gegenüberliegende Seite BC 
mit einem liadius gleich der doppelten Basis und verbinde jenen Eck- 
punkt mit dem erhaltenen Schnittpunkt. Die Antiprojection CE der 
durchschnittenen Dreieckseite auf diese Verbindungslinie ist die gesuchte 
Reduction. In der That sieht man leicht, dass A D x C E oder 2 a X C E 
gleich dem doppelten Flächeninhalt des Dreiecks ABC, folglich 
a X CE gleich diesem Inhalt ist, und daher CE dessen Reduction. 
Das Verfahren ist immer anwendbar; denn es kann ja jede Seite des 
Dreiecks in der unendlichen Geraden, in welcher sie liegt, beliebig ver- E 

schoben werden, ohne dass der Inhalt des Dreiecks sich ändert. Dadurch 

kann man aber jeden der Endpunkte der verschobenen Seite der ihm gegenüberliegenden so nahe 
bringen, als man will (vgl. die Reduction der Momente in § 44 und die Fig. 32). 

1)) Um den Flächeninhalt eines beliebigen Viereckes ABCD (Fig. 04) auf eine gegebene Basis 
zu reduciren, verwandle man dasselbe zunächst in ein Dreieck ÄDE dadurch, dass man durch einen 
seiner Eckpunkte C eine Paralkde CE zu der Diagonale DB zieht, die nicht durch diesen Eckpunkt 
geht, und den Schnittpunkt E dieser Parallelen mit einer der Seiten, AB, aufsucht, die in der 
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Auf diese Weise haben wir die Stücke des 
Winkeleisenprofils auf die Fiäclienbasis a = 2" 
reducjrt. Die daftlr erhaltenen Strecken dachten 
wir uns zunächst als horizontal wirkende Kräfte 
in den betr. Schweniun'*'^^" angebracht und con- 
struirten aus ihnen das Kräftepolygon Ol 2. ..6 
(Fig. 23 Taf. VIII). Für den Pol C desselben er- 
gab sich das Seilpolygon Ül 11... VI VII, dessen 
äusserste Seiten sich in dem Punkte a schneiden. Die durch diesen Punkt gehende HorizontslUnie 
ißt folglich ein geometrischer Ort für den Schwerpunkt des Profils. 

Um einen zweiten geometrischen Ort zu finden, ist es nicht nothwendig, ein zweites Kräfte- 
polygon zu zeichnen. Denkt man sich die Kräfte in den betr. Schwerpunkten vertical wirkend, so 
kann man sicli vorstellen, dass das ihnen zugehörige Kräftepolygon dadurch aus dem schon gezeich- 
neten erhalten wird, dass man dasselbe um seinen Pol C um einen Winkel von W dreht. D&dorch 
werden alle Strahlen des neuen Polygons senkrecht zu denen des alten, und somit hat man die 
Seiten des zweiten Seilpolygons nui- senkrecht, anstatt parallel, zu den Strahlen des bereits gezeich- 
neten Kräftepolygons zu ziehen. 0' T 11'. .VI' VII' ist dieses neue Seilpolygon und / der Durch- 
schnittspunkt seiner ilussersten Seiten. Die durch diesen Punkt gezogene Verticallinie ist der sweite 
geometrisebo Ort fiir den gesuchten Schwerpunkt; derselbe liegt folglich im Durchschnitt S diese« 
neuen geometrischen Ortes mit dem bereits gefundenen. 



Schwerpunkt von Oberflächen. 
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§94. MaiitelHäche einer vollstfindigen unil einer parallel abgestumpften Pyramide.— 

Der Schwerpunkt der Mantelfläche einer Pyramide Hegt in der Verbindungslinie ihrer Spitze mit 
dem Schwerpunkt der Umfassungslinie der Grundfläche. Dies erkennt man leicht, wenn man sich 
die Pyramide durch Ebenen parallel zu ihrer Grundfläche in sehr dflnne Platten zerlegt denkt, 
deren Umfange als materielle Linien betrachtet werden können. Die Schwerpunkte dieser Umfassungs- 
linien liegen sammtlich in einer geraden Linie, welche daher geometrischer Ort für den Schwerpunkt 
der Mantelfläche der Pyi-amide ist. Diese Mantelfläche besteht aus Dreiecken , deren Grundlinien 
alle in der nämlichen Ebene, in der Grundfläche der Pyramide liegen; ihre Schwerpunkte liegen 
folglich auch sammtlich in einer und dei-selben Ebene, in der nämlich, welche die Entfernung der 
Spitze von der Grundfläche in dem Verhältniss von 1 : 2 so theilt, dass der kleinere Theil zunächst 
der Grundfläche liegt. Der Durchschnittspunkt jener Ebene mit dem schon gefundenen geometrischen 
Ort ist der gesuchte Schwerpunkt. Derselbe theilt folglich die Verbindungslinie der Spitze mit dem 
Schwerpunkt der Umfassungslinie der Grundfläche im Verhältniss von 1:2 so, dass der kleinere 
Theil der Grundfläche anliegt. 

Der Schwerpunkt der Mantelfläche einer parallel abgestumpften Pyramide hegt zunächst wieder 
in der Verbindungslinie der Schwerpunkte der Umfassungslinien der beiden Grundflächen. Die 
Seitenflächen sind Trapeze, deren Schwerpunkte nach § 85 gefunden werden können. Bezeichnen 
u und b die beiden Parallelseiten eines solchen Trapezes, ao theilt der Schwerpunkt desselben die 
Verbindungslinie der Mitten jener Parallelseiten in dem Verhältniss von a-|-2b;2a-|-b, wo das 
dem Gliede a + 2b entsprechende Stück der Seite a, das andere der Seite b anliegt. Nun haben 
die Parallelseiten der sämmtlichen Trapeze, welche Mantelflächen der abgestumpften Pyramide sind. 
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das gleiche Verhältniss zu einander; somit ist auch das obigp Verhältnisa, in welchem der Schwer- 
punkt dieser Trapeze die Veibindurigslinie der Mitten ihrer Parallelseiten theilt, fttr alle Trapeze 
das gleiche, diese Schwerpunkte liegen folgUcli alle in einer zu den Grundflächen parallelen Ebene, 
in der auch der Schwerpunkt der Mantelfläche der Pyramide liegt. Dieser ist folglich der Durch- 
schnitt der eben genannten Ebene mit tlem oben schon gefundenen geometrischen Ort. Er theilt 
die Verbin du n[;sline der Schwerpunkte der Umfassungslinien der beiden Grundflächen i[i dem Ver- 
hältniss vnn 

u-f 2hT2a + b. 
wo a und b die Parallelseiten irgend einer trapezförmigen Seitenflüche bezeicinien, mler auch in dem 
Verhältniss von 

u + 2u': 2u + u'. 
wenn u und u' die Umfange der beiden Grundflächen der abgestumpften Pyramide bedeuten. Dabei 
musB immer das kleinere Stück der Theilung der grösseren Grundfläche zunächst liegen. 

§ 96. Mantelfläche eines vollständigen nnd eines parallel abgestampften Kegels. — 
Dieselben Resultate, welche wir soeben für den Schwerpunkt der Mantelfläche einer ganzen und einer 
parallel abgestumpften Pyramide erhalten liaben, gelten für den Schwerpunkt eines ganzen und eines 
parallel abgestumpften Kegels, der ja als Pyramide mit unendlich grosser Seltenfläcbenzahl betrachtet 
werden kann. Für den abgestumpften Kegel bat man sich nur desjenigen Satzes des vorigen § zu 
bedienen, in welchem die Umfange u und u' der Grundflacbeu vorkommen. In dcTQ speciellen 
Fall, wo diese Grundflächen Kreise werden, deren Umfange ihren Radien proportional sind, lautet 
also jener Satz so : Der Schwerpunkt der Mantelfläche einea parallel abgestumpften Kegels mit kreis- 
Jormigen Grundflächen theilt die Verbindungslinie der Mittelpunkte derselben in dem Verbiiltniss von 
r-H2r':2r-r r 



d + 2d':2d + d'. 
nnd r', bezw. d und d' die Halb- oder Durchmesser der Grundflächen bezeichnen. Das kleinere 
ick der Theilung ist natürlich wieder an der grösseren Grundfläche zu nehmen. Jene Theilung 
llbst kann offenbar ganz so vorgenommen werden, wie es beim Trapez für die Linie gezeigt worden 
welche die Mitten der Parallelseiten verbindet (g So). 

§ 96. Mantelfläclie eines Prismas and einea Cylindei'S mit parallelen Grandflächen. — 
in ein Prisma mit parallelen Grundflächen in ähnlicher Weise, wie in g 94 die Pyramide, durch 
lenen parallel zu seinen Grundflächeu in Platten von gleicher, aber sehr geringer Dicke zerlegt 
wird, so gelangt man leicht zu dem Resultat, dass der Schwerpunkt seiner Mantelfläche in der Mitte 
der Linie liegt, welche die Schwerpunkte der Umfassungsliiüen seiner Grundflächen verbindet. Das- 
selbe Resultat gilt natürlich filr jeden Cjlinder mit parallelen Grundflächen. 

§ 97. Die Kagelhaabe and die kramnie Oberfläche einer Kagelzone. — Denkt man 
die Höhe eines Kugelabschnittes in eine sehr grosse Anzahl gleicher Theile getheilt und durch 
■die Theilungspunkte Ebenen parallel zur Grundfläche des Abschnitts gelegt, so wird hierdurch die 
Oberfläche des letzteren in Zonen (zu äusserst in einen Abschnitt) zerlegt, deren Oberflächen 
durchweg gleiche Grösse haben. Es folgt daraus unmittelbar, dass der Schwerpunkt der Ober- 
he des Abschnittes oder der Kugelhaube in der Mitte ihrer Höhe liegt. Aus denselben Gründen 
der Schwerpunkt der Oberfläche einer Kugelzone in der Mitte der Linie liegen, welche die 
ittelpunkte der sie begrenzenden Parallelkrcise verbindet. 
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Schwerpunkt von Körpern. 

§ 98. Prisma iiiid Cylinder mit parallelen Griindtiächen. — Der Schwerpunkt eines 
Priamas oder eines Gylindera mit pamlleleji Grundflächen liegt in der Mitte der Verbintl^iugslime 
der Schwerpunkte dieser Grundflächen. Das ist leicht zu beweisen, indem man diese Körper durch 
Ebenen parallel zu ihren Grundflächen in eino sehr grosse Anzahl gleichdicker Platten zerlegt, 
deren Dicke jedoch so gering ist, dass sie als materielle ebene Flächen betrachtet werden können. 
§ 99. Das TetPaSder. — Um den Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide oder eines 
Tetraeders zu finden, theüe man dasselbe wieder durch Ebenen parallel zu oiner Seitenfläche in 
sehr dünne, als materielle Dreiecksflächen zu betrachtende Platten. Die Schwerpunkte dieser Platten 
liegen sämmtlich in der Linie, welche den Schwerpunkt dieser Seitenfläche mit der ihr gegenüber- 
liegenden Spitze verbindet. In dieser Linie luusa folglich auch der Schwerpunkt des Tetraeders 
liegen. In ähnlicher Weise erhält man noch drei geometrische üerter für den Schwerpunkt, indem 
mau die Verbindungslinie jeder der drei übiigen Ecken des Tetraeders mit dem Schwerpunkt der 
gegenüberliegenden Seitenfläche zieht. Die vier geometrischen Oorter schneiden sich, wie sich auch 
geometrisch leicht zeigen lässt, in einem und demselben Punkt, dem Schwerpunkt des Tetraeders. 
Dei-selbe theilt jede der Linien, welche eine Spitze mit dem Schwerpunkt der gegenüberliegenden 
Grundfläche verbindet, in dem Verhältniss von 1 :-S so. dass das kleinere Stück der Grundfläche 
zunächst liegt. 

Es ist leicht, noch andere geometriachp Oerter für den Schwerpunkt eines Tetraeders ABCD 
sieh dasselbe durch Ebenen parallel zu einem Paar gegenüber- 
liegender Seiten in Platten von sehr geringer, aber durchweg 
gleicher Dicke zerschnitten, so erhalten diese Platten die Ge- 
stalt von Parallelogrammen EFGH, EiFiCH, , welche am 
Anfang und Ende in gerade Linien, nämlich in jene sich 
gegenüberliegende Seiten CD und AD des Tetraeders über- 
gehen. Man sieht leicht, dass die Schwer])unkte aller dieser 
Parallelogramme in der Verbindungslinie der Mittelpunkte J 
und K jener Seitenkauten AB und CD des Teti'aeders liegen, 
welche Linie demnach auch den Schwerpunkt des letzteren 
enthalten muss. Noch mehr: die zusammen »tossenden Seiten 
jener Parallelogramme bilden durchweg gleiche Winkel mit 
" "' " einander ; ihre Flächeninhalte verbalten sich demnach wie die 

Producte GHxGF, G.H, x G,F, jener Seiten. Weil aber 
GH:G,H, = CG:CG, ^_ 

und GF:G,F, =BG:BG. ^H 

so folgt GH X GF:G,H, x G,F, = c"g x BG:CG, x BG, = GL'-.iiJÄ. ^1 

wenn GL und G,Li die in den Eckpunkten G und G, senkrecht auf CB errichteten Ordinalen des 
Halbkreises bedeuten, der über der Kante CB als über einem Durchmesser beschrieben wurde. 
Die Quadrate über den Ordinaten dieses Halbkreises sind folglich den Flächeninhalten der Parallelo- 
gramme, deren auf dem Durchmesser C B gelegene Ecken mit den Fusspunkten der Ordinaten zusammen- 
fallen, proportional. Wie sich nun aber immer je zwei gleichlange Ordinaten des Halbkreises finden, 
deren Fusspunkte vom Mittelpunkte des Halbkreises zu beiden Seiten desselben gleichweit entfernt 
sind, so finden sich unter obigen Parallelogrammen immer je zwei von gleichem Flächeninhalt, 
deren Schwerpunkte vom Mittelpunkte der Linie J K zu beiden Seiten desselbeJi gleichweit abstehen. 
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Da endlich der gemeinsclmftliche Scliwerimtikt eines aolchen Paares von Parallelogrammen mitten 
zwischen ihren Schwerpunkten liegt, su folgt hieraus, dass der Schwerpunkt S des Tetraeders der 
Httlbirungspunkt der Verbindungslinie der Mitten zweier gegenüberstehender Kanten desselben ist. 

Betrachtet man ABD als Orundlläcbe, C als Spitze der dreiseitigen Pyramide ABCD, so be- 
trägt die in irgend welcher Richtung gemessene Entfernung des Mittelpunktes K der Seitenkante D C 
von der Grundfläche die Hälfte der in derselben Richtung gemessenen Entfernung der Spitze C 
von letzterer Fläche. Der Mittelpunkt S der Linie JK ist aber wieder halb so weit von derselben 
entfernt als jener Punkt K, und folglich ist die in irgend einer Richtung gemessene Entfernung dea 
Schwerpunktes eines Tetraüders von einer Seitenfläche desselben viermal so klein als die Entfernung 
der Spit2e, welche dieser Seitenfläche gegenüberliegt, von letzterer. Dies stimmt vollkommen mit 
dem überein, was wir schon oben auf anderem Wege gefunden haben. 

Denkt man sich das Uewicbt Q des Tetraedei-s ABCD in seinem Schwerpunkt S als vertical 
abwärts gerichtete Kraft wirken, so kann mau dieselbe zunächst in zwei gleiche, parallele und 
gleichgerichtete Componenten zerlegen, die in J und K angreifen und die Grösse ^Q haben. Jede 
dieser Componenten kann dann wieder in ganz derselben Weise in zwei an A und B, bezw. C und D 
angieifende Seitenkräfte zerlegt werden , deren Grösse je J Q ist. Nimmt mau nun irgend eine 
Ebene als Momentenebene und nennt a, b, c, d die in irgend einer Richtung gemessenen Ent- 
fernungen der Eckpunkte A. B, C, D von derselben, s aber die in gleicher Richtung gemessene 
Kiitfernung des Schwerpunktes S des Tetraeders, so ist nach dem Momentensatz 
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also die Entfernung des Schwerpunktes gleich dem arithmetischen Mittel der Entfernungen der 
Ecken des Tetraeders (vgl. den Satz in § 83 für das Dreieck). 

§ 100. Pyramide und Kegel. — Der Schwerpunkt einer mehr als dreiseitigen Pyramide 
liegt ebenfalls in der Verbindungslinie ihrer Spitze mit dorn Schwerpunkt ihrer Grundfläche. Denkt 
man sich eine solche F'yramide dadurch in dreiseitige zerlegt, dass man durch ihre Spitze und 
durch die von einem und demselben Eckpunkte aus gezogenen Diagonalen ihrer Grundfläche Ebenen 
legt, so liegen die Schwerpunkte aller jener dreiseitigen Pyramiden in einer zur Grundfläche 
parallelen Ebene, in der nämlich, welche die Entfernung der Spitze vou der Grundfläche im Ver- 
hältniss von 1 : 3 theilt, den kleineren Theil an der Grundfläche genommen. In dieser Ebene Hegt 
folglich auch der Schwerpunkt der vielseitigen Pyramide, Dei-selbe theilt also die Verbindungslinie 
der Spitze mit dem Schwerpunkt der Grundfläche ebenfalls in dem Verhältniss von 1 ; 3 so, dass 
der kleinere Theil zunächst der Gnindfläche liegt. 

Dasselbe Resultat gilt selbstverständlich für jeden Kegel. 
|. § 101. Die paraUet abgestumpfte Pyramide nnd der parnllel abgestumpfte Kegel. — 

rUm den Schwerpunkt einer parallel abgestumpften Pyramide ABCDAiBiCD, (Fig. 66) zu erhalten, 
ergänzt man dieselbe zu einer vollständigen ABC DO. Dann liegen der Schwerpunkt S der letzteren 
oad der S, der Ergänzung in der Linie Os, welche die Spitze mit dem Schwerpunkt s der 
unteren Grundfläche verbindet, in welcher Linie auch der Schwerpunkt Si der oberen Grundfläche 
liegt. Der Schwerpunkt S der ganzen Pyramide ist dabei um J der Verbindungslinie Oa vom 
Schwerpunkt der unteren Grundfläche und derjenige 8i der Ergänzung ist um J der Verhiodungs- 
linie Os, vom Schwerpunkt der oberen Grundfläche entfernt. 
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als gefunden an, und denken wir uns in 

Fig. tiG. 



Nehmen wir den Schwerpunkt Si des Stumpfes, der gleichfalls in der Linie 0s,8 liefen muss. 
im und im Schwerpunkt S, der Ergänzung parallelp und 
gleichgerichtete Kräfte wirken, die bezw. gleich den 
Gewichten Q« und Qi des Stumpfes und der Ergänzung 
sind, so muBs die Ilesultante derselben im Schwer- 
punkt S der ganzen Pyramide angreifen. Es muss folg- 
lich die Proportion stattHnden 

S^:SS, -- Q, :Q; 
oder, wenn Q da 
bezeichnet. 
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S,S,:SiS = Q:Q.. 
Trägt man folglich so die bekannten Punkte 
und Si zwei nach beliebigen Richtungen und in gleichem 
Sinne gezogene Parallellinien S, T und ST, an, deren 
Längen bezw. den Gewichten der ganzen und der Er- 
gänzungspyramide proportional sind, so schneidet die Verbindungslinie TT| ihrer Endpunkte die 
Linie Os in dem gesuchten Schwerpmikt S, des Stumpfes. 

Es ist aber leicht, zwei solche Linien S/l', ST, zu finden, die sich wie die Gewichte, folglich 

wie die Cubikinhalte und daher wie die dritten Potenzen zweier homologen Kanten OA und OAi 

jener beiden Pyramiden verhalten, die einander ähnlich sind. Man darf nur durch den Punkt 

eine beliebige Linie neben die OÄ legen, auf dieselbe die Strecken OA und OA, von aus als 

OA' und OA', nochmals auftragen und die Antiparallelen A'A, und Ä'jA ziehen. Dann nimmt 

mau eine der gesuchten Linien, etwa STi, beliebig an und trägt sie von O aus auf den einen 

Schenkel des Winkels ADA' als OU auf. Zieht man dann durch den Endpunkt U eine Parallele 

zu einer jener Antiparallelen A.A', bis der andere Winkelschenkel in V geschnitten wird, femer 

durch diesen Schnittpunkt eine Parallele zur zweiten Antiparallelen A,A, bis wieder der erste 

Winkelschenkel in W geschnitten wird, und endlich durch den neuen Schnittpunkt eine Parallele zur 

ersten Antiparallelen A, A', bis der zweite Winkelschenkel in X getrolfen ist, so wird OX die zweite 

gesuchte Linie; nämlich es verhält sich, wie leicht zu sehen, 

Oü:OV = OA,:OA 

OV:OW = 0A,:OA 

OW:OX = OA,:OA 



>X die zweite 



und folglich U : X = ÖÄ| : a". 

Man hat also ST, gleich OU und SiT gleich OX zu machen, um in dem Schnittpunkt der 
Verbindungslinie TT, mit der Linie Os den Scbwei-punkt Sj der abgestumpften Pyramide zu erhalten. 

Durch eine ganz ähnliche Construction findet man den Schwerpunkt eines parallel abge- 
stumpften Kegels. Statt der Seitcnkante OA hat man nur eine beliebige Mantellinie des voll- 
ständigen Kegels zu nehmen. 

§ 102. Polyeder. Jeden Köi-per, der von ebenen Flächen begrenzt ist, kann man in Pyra- 
miden und selbst in Tetraeder zerlegen, deren Schwerpunkte nach §§ 99 und 100 gefunden werden 
können. Denkt man sich in diesen Schwerpunkten parallele Kräfte gleich den Gewichten jener 
Pyramiden oder Tetraeder , also proportional den Cubikinhalten derselben wirken , so ist deren 
Mittelpunkt der Schwerpunkt des Körpers. Er kann also auf die in § 71 angegebene Weise con- 
struirt werden. 



d 



j 103— Iü5| 



Vom Sutaw LTP unkt. 



r 

^B § 103. Der Kngelsector. — Der ScUwerpunkt eines Kugelsectors, den wir nna durch Üih 
^^tebnng des Kreissectors OACB (Fig. 67) 
^'wollen , liegt offenbar in diesem mittleren Itadiua. 
Denkt 'man sieh die Kugelhaube ABC^ in Elemente 
von gleicher Grösse zerlegt, und nimmt man dieselben 
als Grundflächen von Pyramiden oder Kegeln, deren 
Spitzen im Mittelpunkte der Kugel liegen, dann be- 
finden sich die Schwei-punkte derselben sämmtlich auf 
der Kugelhaube A' C B', deren Iladius J von demjenigen 
des gegebenen Sectors ist. Diese Kugelhaube kann im 
Sinne des § TU als gleichmässig belastete Flnche be- 
truchtet werden, deren Schwerpunkt S. in der Mitte 
ihrer Höhe CD' gelegen, mit dem des Kugelsectors 
zusammenfallt. 

§ 104. Die conceiitrische Kugelscliale. — Der Schwerpunkt einer conceotrischen Kugel- 
schale, die wir uns durch Umdrehung de.s Ringsttickes A|ACBBiC, {Fig. 68) um seinen mittleren 
Radius OC entstanden denken, liegt natürlich wieder auf diesem letzteren. Denken wir uns die 
Schale alsDiiTerenz der Sectoren AC B und 0.\,C,B,, 
deren Schwerpunkte S und Si nach vorigem § gefunden 
werden können, und nehmen wir den Schwerpunkt S9 
der Schale als bereits gefunden an, so müssen zwei 
angieiftnde. paralk'le und gleichgerichtete 
träfle, die bezw. gleich den Gewichten Q, und Qi der 
Icbale und des Sectois OA|C, Bi sind, eine Resultante 
laben, die in S angreiTt. Daher mu^s die Proportion 
»ttänden 

SrS:SS7 = Q, :Q, 
i Gewicht des Kugelsectors OACB be- 



ider, mit Q dat 
Mclinet, 



S,S:S"S, 



S,S:S,S, =Q, :Q. 

ffenn man folglich von den bekannten Punkten Si und S aus nach beliebiger Richtung hin und 

in gleichem Sinne zwei Parallele SiT und ST, zieht, deren Längen sich verhalten wie die Gewichte 

der beiden Kugelsectoren , so schneidet die Verbindungslinie der Endpunkte T und T, derselben 

^deu mittleren Radius in dem gesuchten Schwerpunkt S, der Kugelschale. 

^H Nun verhalten sieh die Gewichte Q und Q, der beiden Kugelsectoren wie ihre Cubikinhalte, 
^Bao wie die dritten Potenzen ihrer Radien OA undOA,. Da CA gleich OC und OA, gleich OC,, 
^TO sind AC, und A|C antiparallel. Man darf folglich nur OU beliebig annehmen, UV parallel 
ZJiAiC dann VW parallel zu AC,, endlich WX wieder parallel zuA,C ziehen, uminOUundOX 
zwei Linien zu erhalten, die das verlangte Verhältniss Q,": Q zu einander haben. Macht man folg- 
lich ST, gleich OU und S,T gleich OX, so gibt der Schnitt der Linie TT, mit OC den gesuchten 
Schwerpunkt Sj. 

] 105. Der Kngelabschiiitf. — Der Schwerpunkt S, eines Kugelabschnittes, den wir uns 
weh Umdrehung des Kreisabschnittes ACH (Fig. 69) um seinen mittleren Radius OC entstanden 
mken können, liegt auf diesem mittleren Radius. Auf derselben Linie liegen die nach §§ 103 und 100 
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ZU fiadeudea Schwerpunkte S uüd Si des KugelausBchnitts OACB und des Kegfls OÄB. hIs deren 
Differenz der Kugelabschnitt betrachtet werden kann. Man kann folglich auf einem ganz ähnlichen 
Wege wie im vorigen § zur Kenntniss des Schwerpunktes des letzteren gelangen. Wenn man von 
den bekannten Schwei-punkten S und S, aus Parallele STi und S/f nach beliebiger Richtung hin 

und in dem nämlichen Sinne zieht und 



Fig. 69, 




deren Längen proportiooal den Gewichten 
oder Cubikinhalten hezw. des Kegels A B 
und des Ausschnittes OACB macht, so 
schneidet die Verbindungslinie ihrer End- 
punkte T. Ti den mittleren Radius im ge- 
suchten Schwerpunkt. Nun verhalten sich 
die Inhalte jener Körper wie 

-!--rh(2r-hKr-ht: ^-rr-h. 



oder wie 



(,2r— h)(r— h) : 2r', 



^ (2r— h)(r— h) 
" 2r 

gesetzt und mit r der Kugelradius, mit h 
die Höhe DC des Abschnittes bezeichnet 
wird. 

6,T ist folglich gleich dem Kugel- 
radius zu machen, und die Länge x der 
anderen Parallelen S T, findet sich aus 
der Proportion 

2r;(2r— h) = (r— h):x. 
Verlängert man folglich den Radius OC 
rückwärts um sich selbst bis E, und trägt 
mau auf die an C gezogene Tangente vom 
Berührungspunkt C aus die Länge CF ^ 
OD — r — h ab, so schneidet die Verbin- 
dungslinie EF die Sehne AB in einem 
Punkte G, dessen Abstand DG von der 
Sehnenmitte die gesuchte Linie x ist. Man 
braucht folglich nur noch ST, gleich DG 
zu machen und die Verbindungslinie TT, 
/.* , - zu ziehen , um in deren Schnittpunkt mit 

'-.^ /V- ' dem mittleren Radius OC den gesuchten 

^ Schwerpunkt Si des Kugelabschnittes zu 

erhalten, 
g 106. Die körperliche Kngelzone. — l'm den Schweiiiunkt einer körperlichen Kugelzon© 
zu finden, schlagen wir im Folgenden einen Weg ein, der auch bei anderen derartigen Aufgaben 
mit Vortheil verfolgt werden kann. Die Zone AA, B, B (Fig. 70), welche wir uns durch Umdrehung 
des zwischen zwei parallelen Sehnen gelegenen Kreisstücks AA|B,B um den mittleren Radius OM 



^dUk 



VllI, Absch[iill, Vom Schwerpuiikl, 



113 



Ihtstanden denken, kann aus den beiden Kugelaectoren OAMB und OÄ.MBi und aus den beiden 
Regeln ABO und AiBiO so erhalten werden, wie die folgende Relation zeigt: 

Zone AA,B,B = Sect. OAMB — Sect. OA.MB, -f Keg. A.B.O — Keg. ABO. 
Stellt man sich also vor, dass an den Schwerpunkten dieser Bestandtheile parallele Kräfte 
■wirken gleich deren Gewichten und in dem einen oder andern Sinne gerichtet, je nachdem das Vor- 
zeichen des betr, Stückes in obiger Relation + oder — ist. so geht die Resultante dieser Kräfte 
durch den gesuchten Schwerpunkt der Kugelzone. Wenn man jene Kräfte durch ein Kräfte- und 
Seilpolygon verbindet und durch den Durchschntttspuakt der äusaeraten Seiten des letzteren eine 
'arallele zu den Kräften zieht, so schneidet diese den mittleren Radius OM, welcher offenbar auch 
in geometrischer Ort für den gesuchten Schwerpunkt ist, iii diesem. 

Die Schwerpunkte der Stücke, aus denen wir uns die Kugelzone erhalten denken, können nach 
en §g 100 und 103 gefunden werden. Sie sind der Ordnung nach, in welcher die Stücke in obiger 
lelation vorkommen: Si,S,,Sa.S,. In der nämlichen Ordnung genommen, verhalten aich die Ge- 
ichte oder Cuhikinhalte jener Stücke wie 
2 



-rh:^ 



2h: 



.-Mr-h,); ^3'.r(r— h). 



iOi:(r-h)^, 



'O r den Kugelradius, h und h, die Höhen MD und MD, und s und b, die Halbsehnen AD und 
D| bezeichnen. Die zwei letzten Glieder dea obigen Verhältnisses sind leicht zu construiren; Wenn 
m auf die Winkelschenkel OA und OM die Halbsehnen Sj gleich OR, ^ OR', und bezw. 
= Oß^OB' abträft und die Antiparallelen AR und MR' bezw. AR, und MR'j zieht, so erhält 



i,a (r — hi)-l' wenn man DjW, parallel zu MR, und W,X| parallel 

'ÖX;:ÖWT=s, :r 
id ÖW; :WD, = 8, : r 



1 AR, zieht. Denn ea ist 



[>]glich 



OX, 



= (r— h,)- 



D W parallel zu M R' und 



ähnlicher Weise «rhält man für (r — h)-^ die Strecke OX. we 
X parallel zu AR zieht. 

Die Strecken 2h = 2MD, 2h,^2MDi, dann OX, und OX können also als die Kräfte an- 
sehen werden, welche der Ordnung nach in den Schwerpunkten S, , Si, Sa, S, wirkend gedacht 
irden müssen. Wir zeichnen diese Kräfte in der Richtung der Sehnen A B, Ä, Bi , und zwar die 
rste und dritte in dem Sinne von links nach rechts, die anderen beiden im entgegengesetzten Sinne. 
Es entspricht ihnen dann das Kräftepolygon 12 3 4, in welchem der Pol C willkürlich anzunehmen 
ißt. Aus demselben ergibt sich das Seilpolygon I II III IV V, deaaen äusserste Seiten sich im 
funkte tt schneiden. Die durch diesen Punkt gezogene Parallele zu den Kräften schneidet den 
bittleren Radius OM im gesuchten Schwerpunkt S der körperlichen Kugelzone. 

§ 107. Abschnitt eines Paraboloids. — Lässt man längs eines Duichmessei-s AX einer 
Parabel BAC (Fig. 62, S. 101) eine Ellipse mit ihrem Mittelpunkt so fortrücken, dass irgend ein 
Paar coujugirter Durchmesaer derselben sich selbst parallel bleiben und die Enden des einen dieser 
urchmesser stets auf der Parabel BAC liegen, während der andere zu diesem immer dasselbe 
farhältniss bubält, so entsteht ein Paraboloid. Den Schwerpunkt eines Abschnittes BAC desselben 
wir in ganz ähnlicher Weise wie im § 91 denjenigen des Parabelsegmentea. Er Hegt offenbar 

ElinraU d« (npbiKhi'D SUUk. 3. Aufl. lÜ 




1 Schwerpunkt 



[§ lOB 



auf dem Durchmesser A D. ZersehneideD wir den AbschLitt durch eine Reihe von Ebeneu, die zu BC 
parallel sind, in sehr dünne Platten ßy, welche als materielle ebene Figuren betrachtet werden können, 
so liegen die Schwerpunkte aller dieser Figuren, Ellipsen, im Durchmesser AD. In diesen Schwer- 
punkten denken wir uns parallele Kräfte wirken, welche den Gewichten jener Platten, also den 
Flächeninhalten jener Ellipsen und daher, weil letztere einander ähnlich sind, den Quadraten der 
Halbmesser oder Ordinaten tJ y =; y proportional sind. Wir wenden auf diese Kraft« den Momentensatz 
an, indem wir eine durch A parallel zu jenen Schnittebenen gelegte Ebene MM als Momentenebene 
annehmen und die Entfernungen x der Angiilfspunkte jener Kräfte, sowie diejenige Xo des Angriffs- 
punktes ihrer Resultante in der Richtung AX messen. Der Moment«nsatz ergibt dann die Relation 



Es besteht nun wieder zwischen den Ordinaten y und den Abscissen x der Parabel B A C die Gleichung 

y' = 2px, 
wo p eine constante Grösse ist. In Folge davon geht obige Relation in die über 

— ^^P^' _ ^ 
^~ 52px ~ .^x' 
in welcher der Quotient auf der rechten Seite mit Hülfe der höhereu Analysis als | 1 gefunden 
wird, mit 1 die Länge A D des Durchmessers zwischen der Parabel und der Grenzsebne B C bezeichnet. 
Der Schwerpunkt eines Paraboloid -Abschnitts liegt folglich in dem Durchmesser des Paraboloids, 
der durch den Mittelpunkt der Grundfläche geht, und theilt die Strecke desselben zwischen der 
Grundfläche und der Paraholoid-Oberfiache im Verhältnias von 1 : 2 so, dass der kleinere Theil an 
der Grundfläche liegt. 

Der Cubikinhalt eines solchen Paraboloid- Abschnittes ist bekanntlich gleich dem halben Produkt 
aus der elliptischen Grundfläche in die senkrecht gemessene Entfernung des Endpunktes A desjenigen 
Durchmessers von ihr, welcher durch ihren Mittelpunkt geht. 

§ 108. Schwerpunkt eines nnregelmässig begreazteii Körpers. — Den Schwerpunkt 
eines unregelmäaaigen, von krummen Flüchen begrenzten Körpers flndet man am besten dadui-ch, 
dass man den Körper durch parallele Ebenen in eine gro-sse Anzahl dünner Platten von durchweg 
gleicher Dicke verschneidet. Die Dicke dieser Platten soll so klein genommen werden, dass man 
ihre Schwerpunkte mit denjenigen der Schnittfiguren zusammenfallend annehmen darf, welche Ebenen 
ergeben, die mitten zwischen den die Platten begrenzenden Schnittebenen parallel zu diesen gezogen 
werden, und dass die Cubikinlialte der Platten proportional den Flächeninhalten jener mittleren 
Schnittfiguren gesetzt werden dürfen. Denkt man sich dann in den Schwerpunkten der Platten 
Parallelkräfte wirken, welche ihren Inhalten proportional sind, so ist der Mittelpunkt dieser Kräfte, 
der nach § 71 gefunden werden kann, der gesuchte Schwerpunkt des Körpers. 

Bei der wie oben vorgenommenen Zerlegung eines Körpers durch Parallelschnitte erhält man 
in der Regel an den Enden haubenformjge Stücke oder Reste. Diese Hauben kann man meistens als 
Paraboloid- Abschnitte betrachten und demnach so behandeln, wie es im vorigen § gezeigt wurde. 




IX. Abschnitt. 



Höhere Momente und Trägheitsmoment paralleler Kräfte, 
und Cenlralfläche. 



Trägheitsfläche 



I 



§ 109. DefinitioD des statischen Momentes und der Momente höherer Ordnung, — 

Wir haben früher, im § 73, das Product aus einer Kraft P, in die seakrecht oder schief gemessene 
Entfernung x, ihres Angriffspunktes von einer Ebene Ej das statische Moment dieser Kraft in Bezug 
auf die Ebene genannt, und unter dem geaammten statischen Moment eines Systems paralleler Kräfte 
P,, Fl. Pj... in Bezug auf eine Ebene E. die Summe der Producte aus ihnen in die Entfernungen 
Xj... ihrer Angriffspunkte von jener Ebene, also den Ausdnick 

verstanden. Denken wir uns nun wieder ein System paralleler Kräfte P„ Pi, P, ... und Ebenen 
E,, Ej, El..., und bezeichnen wir die in beliebiger Richtung gemessenen Entfernungen der Angriffs- 
punkte jener Kräfte von der Ebene E, mitx,, x,, x,,.., ferner die vrieder in irgend welcher Richtung 
gemessenen Entfernungen derselben Punkte von der Ebene Ej mit yi, y. , y,-.- und ähnlich für die 
anderen Ebenen ; dann nennen wir das Product 

P,x^y=z^..., 

wvo m, n, k... beliebige ganze positive Zahlen bezeichnen, ein höheres Moment der Kraft P, in 
tBfizug ftuf jene Ebenen und die Produktensumme 

P.x^y^z*... H-PiX^j-y; zj... -f P,x™y°z5... + ... = .^Px'"y''2*... 
BiohöhereBMoment des Systems paralleler Kräfte P, , Pi , P» - . ., und zwar von der m + " + k . . .'*''' 
(Ordnung, 

j 110. Construction der liöheren Momente im Allgemeinen. — Nachdem wir im § 75 
L.das statische Moment eines Systems paralleler Kräfte auf graphischem Wege finden gelernt haben, 
t es leicht zu zeigen, wie jedes höhere Moment 

vi>jj"y"z* ... 

i solchen Kräftesystems durch Construction zu erbalten ist. Beschäftigen wir uns zunächst mit 

f der Ebene E, allein, so wird das statische Moment iPx des Kräftesystems erhalten, wenn man eine 

l'lieliebige Projectionsebene Ej annimmt und die Kräfte P parallel zur Durcbschnittslinie Mi derselben 

mit der Momentenebene E, stellt. Projicirt man dann diese Kräfte in einer zur E, parallelen, sonst 

aber beliebigen Richtung auf die Projectionsebene E' und verbindet die parallelen Projectionen in 

letzterer Ebene durclt ein Kräfte- und Seilpolygon, so schneiden die auf einander folgenden Seiten 

des letzteren auf der Linie M, Stücke ab, welche gleich den reducirten statischen Momenten Px der 

Kräfte P der Grösse und dem Vorzeichen nach sind, und welche, an einander gereiht, wie sie es in 

bier Linie M, bereits sind, das statische Moment SPx des Kräftesystems geben. Das letztere ist 
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IX. Absi:liiiilt. Höhen.' Momente iiiiil 'l'rftglifilainonieüt paralleler Kräfte. [g Ilö 

einfach gleich dem Abschnitt, den die äusaersten Seiljtalygonseiten auf der Lüde Mt machen, und 
bezieht sich, sowie auch jene Einzelmoniente , auf eine Basis H^, die wiv im § 75 näher bestimmt 
haben. Bezeichnen wir folglich jene Abschnitte der auf einander folgenden Seilpolygonaeiten auf 
der Linie M, , oder die statischen Momente P, x, , I'.x,... der Kriifte P mit X\, X',..., so ist das 

Ltiscbe Moment des Krüftesystems 

:^px = H;^r. 

Jene Abschnitte .V,, .V,... denken wir uns nun als parallele Kräfte an den betreffenden Angriffs- 
punkten der gegebenen Kräfte P wirken, wobei wir ihnen die Vorzeichen geben, die ihnen als 
Momente zukommen (s. § 73). Wir verfahren dann mit diesen neuen Kräften ganz so, wie TorUin 
mit den gegebenen. Wir richten sie also parallel zur Linie M,, projiciren sie auf die Ebene E^ und 
zeichnen zu ihren Projectionen in letzterer Ebene das Kriifte- und Seilpolygon. Als ersteres kann 
sogleich die Aufeinanderfolge der Abschnitte in der Linie M^ genommen werden. Das für irgend 
einen Pol desselben zu zeichnende Seilpolygon ist zwischen denselben Parallellinien zu ziehen, wie 
(las üben schon construirte. Die Abschnitte .V,', .Vj'.... welche auf einander folgende Seiten desselben 
auf der Linie M, machen, sind die atatischen Momente jener Abschnitte X\, ,V, ... in Bezug auf die 
Ebene E,, reducirt auf eine Basis, die in dem betreffenden Kräftepolygon auf bekannte Weise zii 
finden ist. Bezeichnen wir diese Basis mit H", so folgt 

^X'x = til^X". 
Nun gibt jeder Abschnitt 3;', multiplicirt mit der Basis H' , das statische Moment der betr. Kraft P 
in Bezug auf die Ebene E,, Es ist folglich 

Ps I 

^-.t X _-jj, x- j^, -IX _rt _.t 
daraus 
:jpx= = H;H;i-.r. 

Indem wir so für die erste Momentenebene E, fortfahren, finden wir offenbar 

^•px'" = H;H;'...Hw.rxc"). 

Auf die zweite Momeiitenebeiie E^ übergehend, bringen wir wieder die Abschnitte it"°' iils 
parallele Kräfte in den Angriffspunkten der betr. Kräfte P an, nehmen eine beliebige Projectioiis- 
ebene E' und stellen jene Abschnitte parallel zu ihrer Durcbschnittslinie Mj mit der Ebene E,. In 
dieser Stellung projiciren wir sie nach irgend einer zur Ebene Ej parallelen Richtung auf E' und 
zeichnen in dieser letzteren Ebene das Kräfte- und Seilpolygon aus ihren Projectionen. Die Abschnitte 
der auf einander folgenden Seiten des letzteren auf der Linie Mj., welche Abschnitte wir mit ^3',, |1,-.. 
bezeichnen wollen, sind die statischen Momente der Abschnitte X""' bezüglich der Ebene E, und 
reducirt auf eine in bekannter Weise zu erhaltende Basis, die mit 11' bezeichnet sein mcige. Es 
ist folglich 

oder, da jeder Abschnitt X'"". multiplicirt mit dem Product der vorhergehenden Momentenbasen, 
leicb Px" ist, 

Px"> 1 

^■.\*(i"'v = V - V = - - -2P\'-r 

^ ^h;h;;. .,»""■' h;h;...h;"'| ■'^ 

End daher 

:s-Px>"y = H_H,'...H('"'H .^?)'. 
Indem man in dieser Weise für die Ebene E^ fortfährt, dann auf die Eliene E^ fibergeht und betreffs 
dieser dieselbe Methode beibehält, findet man offenbar, vorausgesetzt, dass man siih auf jene drei 
Momenten ebenen beschränkt, 

.rPx«yz' = H,H;...Hf'U II^...Hi!'>H,H;...Hik).53^''i. 
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Das höhere Moment ^Px^y'z* von der m + « -f- k"*" Ordnung stellt sich also als Product 
aus m + n + k + 1 Lüngengrössen dar. Davon ist eine, gleichviel welche, auf dem Kräftemassstab 
zu messen, die übrigen sind sfimmtlich auf dem Längenmassstab abzugreifen. Das Vorzeichen der 
Momente ist so zu bestimmen, dass man demjenigen Abschnitt 3""' die positive Richtung beilegt, der 
einer Kraft P angehört, deren Richtung als positiv angenommen wurde, und für welche das Produkt 
x^yz' ein positives Vorzeichen erhält. Die Basen H sind dann durchweg als absolute Grössen 
aufzufassen. 

§ 111. Definition nnd Constrnction der TrUgfaeitsmomeote. — In den Anwendungen 
kommen ausschliesslich nur Momente zweiter Ordnung vor, und unter diesen wieder am häufigsten 
diejenigen, welche nur auf eine einzige Momenten ebene, E,. bezogen sind und daher die Form ^Px' 
haben. Wir nennen diese letzteren Trägheitsmomente in Be^ug auf die Ebene E,. Die 
Constructioii derselben ist in der oben gegebenen allgemeinen Ausführung bereite enthalten; wir 
wollen sie jedoch, der Wichtigkeit der Sache halber, mit kurzen Worten wiederholen. 

Nachdem man eine Projectionsebene E^ angenommen und die gegebenen Kräfte P, , P, . . . parallel 
zu ihrer Dnrchscbnittslinie M^ mit der Momentenebene gestellt hat, projicirt man die Kräfte parallel 
zu letzterer auf die Projectionsebene und zeichnet in dieser das Kräfte- und Seilpolygon aus den 
erhaltenen Projectionen, Die Abschnitte der auf einander folgenden Seiten des letzteren mit der 
Linie M, betrachtet man als neues Kriiftepolygon, für das man einen Pol annimmt, und zu dem 
man dann zwischen denselben Parallellinien wie vorhin das Seilpolygou zeichnet. Die Abschnitte 
der auf einander fnlgenden Seiten desselben mit der Linie M, geben die Trägheitsmomente der ein- 
zelnen Kräfte in Bezug auf die Ebene E,, und ihre algebraische Summe oder der Abschnitt zwischen 
den äussersten Seiten des zweiten Seilpolygons ist das Trägheitsmoment des ganzen Kräftesystems in 
Bezug auf dieselbe Ebene. Diese Trägheitsmomente sind reducirt auf da.s Product zweier Momenten- 
basen, die in den beiden Kräftepolygonen anf die bekannte Weise aus der Lage des Pols zur Kräfte- 
linie erhalten werden. In dem spectellen Fall, wo die Projectionsebene paraUel 7.a der Richtung ist, 
in welcher die Entfernungen x der Augriffspunkte von der Momentenebene gemessen werden, sind 
jene Basen die in der Richtung der x gemessenen Entfernungen der Pole von der Kräftelinie in den 
betreffenden Kräftepolygonen. 

Aus obiger Construction geht, wie leicht zu sehen, hervor, dass der Sinn des Abschnittes, 
welcher das reducirte Trägheitsmoment einer Kraft der Grösse und dem Vorzeichen nach repräsentirt, 
von dem Sinne der Kraft abhängig ist, dagegen nicht geändert wird, wenn mau dieselbe von einer 
Seite der Momentenebene auf die andere verlegt. Das Vorzeichen des Trägheitsmomentes einer 
Kraft kann also stets übereinstimmend mit dem der Kraft selbst gewühlt werden, und dies ist auch 
von vornherein klar, denn das Product Px* ändert zwar sein Vorzeichen mit P, nicht aber mit der 
Entfernung x. 

Wenn die summtHchen Angriffspunkte der Kräfte in einer und derselben Ebene gelegen sind, 

so bezieht man ihre Trägheitsmoniente , ganz so wie früher (g TU) die statischen, nicht mehr auf 

eine Ebene, sondern anf eine Axe M, in der Ebene der Angriffspunkte, indem man sich letztere 

I aagleicb als Projectionsebene genommen denkt. Es branrht wohl nicht nochmal wiederholt zu werden, 

) Construction in dieser Ebene vorzunehmen ist, um das Trägheitsmoment der Kräfte zu finden. 

Werden die bei der Bestimmung der Trägheitsmomente vorkommenden Längendimensionen 
Entfernungen) in Metern, die Kräfte in Kilogrammen ausgedrückt, so erhält das Trägheitemoment 
Namen Quadratmeter-Kilogramm. 

§ 112, SchwQDgradias eines Systems paralleler Kräfte. — Das Trägheitsmoment eines 
iystcms paralleler Kräfte P,, P,... in Bezug anf eine Momentenebene E, von welcher die Angriffs- 
Innktc die in beliebiger Richtung gemessenen Entfernungen n,, qi... haben, also der Ausdruck 
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ist nach Obigem ein Product aus drei Läiigeagrö^en, von denen eine auf dem Kräfte-, die beiden 
anderen auf dem LängenmasBatab zu messen sind. Es kaim daher auch als Product aus dem 
Quadrat einer Längengrösse k in die Summe der gegebenen Kräfte vorgestellt werden, wobei jeae 
Liingengrösse der Gleichung 

genügen muss. Wir nennen k, analog mit einem ähnlichen Ausdruck der Dynamik bei den Träg- 
heitsmomenten in Bezug auf Axen, den Schwungradius der Kräfte P. Dabei müssen wir 
sogleich ausdrücklich darauf aufmerksam machen, dass in dem allgemeinen Fall, wo wir von paral- 
lelen Kräften überhaupt sprechen, also verschiedenen Sinn derselben Kulassen. das Vorzeichen von k' 
positiv oder negativ werden kann. Es ist positiv, wenn das Vorzeichen des Gesammt- Trägheits- 
momentes .^Pq' mit dem der Summe der Kräfte, J^P, übereinstimmt; negativ, wenn dies nicht 
der Fall ist. In letzterem Falle verstehen wir unter Scliwungradius die Quadratwurzel aas dem 



Wenn das Kräfteaystem bloss parallele Kräfte von einerlei Sinn 



absoluten Werth von k' 

enthält, dann ist ^Pq' und 2F, folglich auch k' allemal positiv. 

Um das Trägheitsmoment des gegebenen Systems paralleler Kräfte zu linden, müssen nacL 
dem vorigen § in der Pro ject ionsebene, welche am besten parallel zur Richtung drr q angenommeo 
wird, zwei Kräfte- und Seilpolygone gezeichnet werden. Nennt man. unter Voraussetzung obiger 
L^e der Projectionsebene, H und H' die in der Richtung der q gemessenen Entfernungen der Pole 
in den Kräftepolygonen von den Kräftelinien derselben, bezeichnet man ferner die Abschnitte der 
auf einander folgenden Seiten der Seilpolygone auf der Schnittlinie der Projections- und Momenta- 
ebene mit P,, P, ... und bezw. mit P[, P^.... dann ist 

^Pq' = HH' :^P'. 
utid wir können daher den Schwungradius aus der Gleichung finden 
HH' 2P- ^ k' .5P. 



i/HH'^F" 



wodurch 



Fiß. 71 



wird. 



Dieser Ausdruck, in dem wir den Kadicanden stets nur seinem absoluten Werth nach nehfflen. 

ist leicht zu construiren. Sei z. B. OnC (Fig. 71») das erste jener Kräftepolygone, Oii die Ktifte- 

linie, welche die Kräfte P enthält, C der Pol, CT die in der Richtung q gemessene Baas H. 

Macht man Ob gleich der zweiten Basis H' und zieht bc parallel zu nC, et parallel zu CT, so ist 

* u HH' 

k = K h SP" 
Bedeutet also in Fig. TI*" mÖm^ den Abschnitt, welchen 

I Seiten des zweiten Seilpolygons auf der Durchschnitte- 
linie der Momenten- und Projectionsebene machen, d. h. ist Ta',a, 
= iP", so erhält man k, wenn man m|jm' um m"L =^ h ver- 
längert, über der Summe beider als über einem Durchmesser einea 
Halbkreis beschreibt und in ihrem Zusammenstossungspnnkt eine 
Senkrechte m K auf dem Durchmesser errichtet, bis sie die Peri- 
pherie des Halbkreises in K durchschneidet. Diese Senkrechte n^K 
ist der gesuchte Schwungradius k. 

Im Allgemeinen können die Basen H und H' willkürlich Mt- 
genommeu werden. Steht in einem speciellen Fall kein Hindemi» 



m] 



tN. AbBcliiiitt. Höher 



» und TrägheiUmonieiil paralleler KrAft«, 
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entgegen, so ist es ffir die Bestimmung des Scliwungradiua vortheilhaft, die Länge der ersten (oder 
auch der zweiten) Basis H gleich der von i'P anzunehmen. Dann wird 

Man bat folglich in Fig. 71'' m|^m„ einfach um die zweite Basis H' zu verlängern und dann ganz 
80 zu verfahren wie oben, um k zu erhalten. 

§ 113. Trägheitstläche eines Systems paralleler Kräfte; das TrSgheits-EUipsoid 
und die Trägheits- Hyperboloide. — Denkt man sich zu beiden Seiten der Momentenebene E 
eines Systems paralleler Kräfte I' zwei zu ihr parallele Ebenen E' und E" in Entfernungen + k 
und — k, welche gleich dem Schwungradius sind, geführt, wobei diese Entfernungen in derselben 
Richtung gemessen werden, wie diejenigen q der Angriffspunkte der Kräfte von der Momentenebene, 
dann ist zunächst leicht zu zeigen, dass die Stellung dieser Ebenen zur Momentenebene von der 
Richtung . in welcher die q und k gemessen werden , ganz unabhängig ist. Denn ändert sich die 
Itichtang der q, so ändern sich die Grössen derselben in einem und demselben bestimmten Ver- 
hältniss. In dem nämlichen Verhältniss muss sich also, da die Kräfte selbst die gleichen bleiben, 
der Gleichung 

iPq' = k'.JP 
zufolge, der Sebwungradius k ändern. Trägt man nun denselben wieder in der neuen Richtung 
der q zu beiden Seiten der Momentenebene auf, so erhält man die nämlichen beiden Ebenen E' 
und E". Diese sind also lediglich von den Kräften P und der gegenseitigen Lage ihrer Angriffs- 
punkte unter sich und zur Ebene E abhängig; und es existiren bei einem gegebenen Kräftesystem 
für jede Momentenebene E zwei völlig bestimmte Ebenen E' und E". Diese letzteren haben aber 
eine höchst merkwürdige Eigenscliaft. Denkt man sieb nämlich, die Momentenebene drehe sich um 
einen beliebigen Punkt O, und stellt man sich zu jeder ihrer Stellungen die zugehörigen Ebenen E' 
und E" vor, so berühren (umhüllen) diese letzteren eiue Fläche zweiten Grades mit einem Mittel- 
punkt, der mit jenem festen Punkte zusammeniallt. 

Um dies zu beweisen, legen wir ein beliebiges, recht- oder schiefwinkeliges Coordinaten- 
äystem X Y Z zu Grunde, dessen Anfangspunkt mit dem Punkte 0, um welchen sich die Momenten- 
ebene dreht, zusammenfallt. Wir bezeichnen die Coordinaten der Angrifl'spunkte der Kräfte Pi, Pi , .. 
io diesem System mit x, , yi , z. ; x,, y, , z, ... Von jedem dieser Angriffspunkte A denken wir uns 
eine Linie AB parallel zur ZAxe auf die XY Ebene gezogen und durch den Fusspunkt B in 
letzterer Ebene eine Parallele B C zur Y Axe, bis sie die X Axe im Punkte C schneidet. Dann sind 
in dem Linienzug OCBA die Stücke OC=^x, CB = y und BA = z. Wir legen nun durch den 
Punkt eine beliebige Momentenebene E und projiciren parallel zu ihr für jeden der Antfriffspunkte 
den Linienzug OCBA auf die Linie q, welche die Entfernung des Angriffspunktes von der Momenten- 
ebene misst. Dann ist offenbar q selbst die Projection jenes Linienzuges. 

Bezeichnen wir nun mit a, ß, y die Verhältnisszahlen, mit welchen Strecken, die bezw. in der 
Richtung der X, Y oder ZAxe liegen, multiplicirt werden müssen, um ihre Projectionen parallel zur 
Ebene £ auf eine Linie in der Richtung der q zu erhalten, so ist offenbar 

q-=ax-f /Sy + j-z 
far jeden Angriffspunkt, und daher 

i-Pq* = .IP{«x-|-/Jy-f yz)» 
oder, da für eine und die nämliche Ebene E und Richtung q die n, ß, y conetante Grössen sind, 

JPq' = «' ^Px' + j5'.5Py' -|- y'^-Pz» -f 2ßy^Pyz -]- 2ay2Pxz -}- 2a^^Pxy. 
In diesem Ausdruck werden sich nun mit der Stellung der Ebene E und der Richtung der q woh! 
a, ß, ■/, nicht aber die Ausdrücke .i'Px', — Py' u, s. w. andern. Diese sind nichts anderes als die 
Momente zweiter Ordnung des gegebenen Kräftesystems für die Coordinatenebeuen, die Entfernungen 
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der Angriffspunkte stets in der RIchtuug der betr. Cooi^inateaaxea gemessen. Sit; sind bestimmt. 
aobaJd das Kräftes^stem gegeben und das Coordtnatensystem angeuommen ist. Setzen wir 
iPx'=a'^P; ^Fy' --b'.iP; .yPz'=c'.5P; ^Pyz = d*i'P-, ^Pxz = e'JP; iPxy^f^P, 
so sind a, b, c die Schwungradien der Trägheitsmomente bezüglich der drei Coordinatenebenen, uiid 
die obige Gleichung geht über in 

:SPq» = .SP^«'a'-f ;?'b' + j^c' +2ßyd' +2aj'e* + SttZ/pV 

Denken wir uns für die angenommene Stellung der Momenteuebeae E den Schwungradius k gefundt-[i 
und die Ebenen E' und E" in den in der Richtung der q gemessenen Entfernungeu -}-k und — k 
Tun der Ebene E parallel zu dieser gestellt, bezeichnen wir ferner die Abschnitte, welche diese 
Ebenen auf den Cocirdinateuaxen machen, mit ± j*. +1), ±5. und projiciren wir diese Absch nftftS 
parallel zur Ebene E auf die Richtungen der k oder ij, so ergeben sich die Relationen 

k = aE = (?? = yj. 
woraus 

- ^. rf — i- .— ^ 

Dies in die oben erhaltene Gleichung eingesetzt, gibt 

^ Ve'^ 1)' ^ i' ^ 9ä ^ IS ^ ri) ' 

worin k' eine wesentlich positive Grösse ist. Setzen wir in dem Ausdruck links vom GleicUu 
zeichen den ihm gleichen k'.^P, so müssen wir uns erinnern, dass in dem allgemeinen Fall, wo es 
sich um parallele Kräfte mit verschiedenem Sinn handelt, das Quadrat des Scbwungradius in dem 
zuletzt angeführten Ausdruck sowohl positiv als negativ werden kann. Um das anzudeuten 
schreiben wir 
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woraus folgt 

Vorändert man nun die Stellung der Mumentenehene E so, dass sie stets durch den Punkt 
geht, uud denkt man sieb für jede dieser Stellungen die Ebenen E' und E" und ihre Abschnitte 
±5, ±1), ± j auf den Coordinatenaxen , so ist obige Gleichung diejenige einer Flache, welche die 
Ebenen E' und E" umhüllen, ausgedrückt in Ebenen -Coordinaten. Sie ist eine Fläche zweiten 
Grades mit einem Mittelpunkt, dem Anfangspunkt des Coordinaten Systems, um den sich die 
Momentenebene dreht. Kennt man sie für ein gegebenes KrÜftesystem, so ist das Trägheitsmoment 
desselben für jede durch ihren Mittelpunkt gehende Momentenebene E leicht zu erhalten. Man darf 
nur parallel zu E zwei Tangentialebenen an die Fläche legen, und deren (gleiche) Entfernung von E 
in der Richtung messen, in welcher die Entfernungen q der Angriffspunkte von derselben Ebeoe 
genommen werden. Diese Entfernung ist der Schwungradius des Trägheitsmomentes, letzteres selbst 
also gleich dem Quadrat desselben multiplicirt mit der algebraischen Summe der Kräfte. 

Man nennt desshalb die unter der Gleichung if) vorgestellte Fläche Trägheitsfläclie. Dm 
sie näher kennen zu lernen, beziehen wir sie auf ein Coordinateusystem, dessen Axen mit drei coft- 
jugirten Durchmessern der Fläche zusammenfallen. Obige Gleichung bekommt dann die Form 
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wo X, ff, 3 die neuen Ebenen-Coordinateu und A, B, C die conjugirteu Halbaxeu der Fläche, die 
bezw. in die Coordioatenasen OX, OY, OZ fallen, bezeichnen. A, B, C sind also die in der Richtung 
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^nro X, Y, Z die Punkt-Cuordiiiaten der Angriffspunkte der gegebenen Kräfte bezeiclineu, 
^^ Wenn nun sämmtliche Kräfte des gegebenen Systems einerlei Sinn haben, so ist k*, das Quadrat 

^Bee Schwungradius, für jede Stellung der Momentenebene positiv; im Gleichen sind A', B*, C 
^bositive Grüssen. die Gleichung </>) geht folglich in die 

f X' + ?r + 3- 

über, die TrägheitsHäche wird ein EUipsmd, das Triigheits-Ellipsoid. 

Enthält aber das Kräftesystem Kräfte von verschiedenem Sinn, so wird es Stellungen der 
Momeiitenebeiie geben können, wo k' positiv, und andere, wo k' negativ wird; es ist dann in der 
Gleichung i/'J rechts vom Gleichheitszeichen das Doppelzeichen beizubehalten, und wir bekommen als 
Trägbeitsfläcbe eine Doppelfläche. In diesem Falle wird dann stets entweder eines oder zwei von 
den Quadraten A', B". C negativ werden. Im ersten Falle erhalten wir die Doppelfläche 

p + g, 3, ^ 1. 

im zweiten talle die 



p 5,,. i,, - 
Beidesmal besteht die DoppelÜäche aus zwei zusammengehörigen Hyperboloiden, einem eiu- 
manteligen und einem zweimanteligen. mit gleichem Mittelpunkt, gleichen conjugirten Halbaxen und 
einem gern ein scbuftli eben Asymptoteukegel. 

Umgekehrt , findet sich bei der sogleich zu lehrenden Construction dt:r Tragheitsfläche , dass 
icht alle drei Quadrate A', B'. C" der ScbwungraiÜen für die drei conjugirten Cnordinatenebenen 
lositiv sind, sondern einer oder zwei negativ, so hat man in der Gleichung 1/') sofort das Doppel- 
zeichen ± 1 zu setzen und erhült als Trägheitafläche eine, aus einem einmanteligen und einem zwei- 
manteligen Hyperboloid bestehende Doppelfläche. Für jede Stellung der Momentenebene, die stets 
durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt jeuer Flächen hindurchgeht, erhält man ein Paar gleich- 
, von ihr entfernter Tangentialebenen E' und E" entweder nur am einmanteligen, oder nur 
zweimanteligen Hyperboloid. Ihre Entfernung von der Momentenebene, gemessen in der Richtung 
der q, ist der Schwungradius k des Kräftesystems tUr jene Ebene. Dessen Quadrat ist positiv, wenn 
die Tangentialebenen E' und E" das eine von den beiden Hyperboloiden berühren, negativ, wenn das 
andere berührt wird. In dem Falle, wo das Quadrat einer einzigen der conjugirten Halbaxen negativ 
«ird, liefert das einmantelige Hyperboloid positive, das zweimantelige negative k'; das Gegentheil 
T findet statt, wenn die Quadrate zweier conjugirter Halbaxen negativ werden. 

Wenn die Momentenebene den gemeinBchaftlichen Asymptotenkegel der beiden Hyperboloide 
irührt, werden die Tangentialebenen E' und E" Asymptotenebenen und fallen mit der Ebene E 
zusammen. Der Schwungradius k und somit das Trägheitsmoment des gegebenen Kräftesystems ist 
ftr solche Lagen der Momentenebene Null. 

114. Trilgheits-Curre, Trägheits-Ellipse and Trägheits-Hyperbeln. — Wenn die An- 
.ffspunkte sämmtlicher Kräfte des gegebenen Systems in einer und der nämlichen Ebene liegen, 
tritt an die Stelle der Momentenebene E eine Momentenaxe M in jener Ebene. In Bezug auf 
dieselbe hat der Schwungradius k dieselbe Bedeutung wie oben, er hat nämlich der Bedingung zu 
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Werden zu beiden Seiten der Axe M zwei Parallele M' und M" in der nach der liichtung der q ge- 
lueBsenea Entfernung k gezogen, und dreht man die Axe M um einen beliebigen Punkt in ihr, so 
tangiren (umhüllen) die zugehörigen Linieu M' und M' eine Curve zweiten Grades, deren Gleichung 
in Linien-Coordinaten für ein beliebiges System, dessen Anfangspunkt ist. 

'^ e' ^ g' ^ li) 

wird. Die Curve hat also eiueu Mittelpunkt, den Punkt 0. Kennt man sie, so erhält man das Träg- 
heitsmoment des gegebenen Kräftesystems für irgend eine durch ihren Mittelpunkt gehende Moroenten- 
axe, wenn man parallel zu dieser zwei Tangenten an die Cune zieht. Die beiderseits gleiche, in 
der Richtung der <[ gemessene Entfernung derselben von M ist der Schwungradius k des Trägheits- 
momentes. Desshalb heisst man jene Curve Trägheits-Curve. 

Bezieht man sie auf ein Paar ihrer conjngirten Durchmesser, so wird ihre Gleichung in Linien- 
Coordinaten 

■/■) ■-;, + ^ = ± 1. 

wo X, a, A 



X- ^ s; 

und B ganz ähnliche Bedeutungen wie oben haben. 
Sind sämmtliche Kräfte des gegebenen Systems in gleichem Sinn gerichtet, so wird für jede 
Stellung der Momentenaxe k* positiv, folglich werden auch A' und B' positiv und die Gleichung i/'') 
geht über in die 
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welche einer Ellipse angehört, der Trägheits-Ellipse. 

Gibt es aber Stellungen der Axe M, für welche k' negativ 



Quadrate der Halbaxen, A' oder B', 
Doppelcurve, deren Gleichung 



auch negativ, und wir erhalten als Trägheitscurve dieji 
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ist. Beide Fülle fallen in eiueu zusammen; die Doppelcurve besteht immer aus zwei Hyperbeln 
mit gemeinschaftlichem Mittelpunkt, gleichen (nur vertauschten) Halbaxen und gemeinschaftlichen 
Asymptoten. Für jede durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt gelegte Momentenaxe M erhalt 
man ein Paar zu ihr parallele Tangenten M' und M" entweder an der einen, oder an der anderen 
Hyperbel. Das entsprechehde k' ist positiv für die Berührung an der einen, negativ für die Berührung 
der anderen Hyperbel. Wird hei der sogleich zu lehrenden Coustruction der Doppelcurve das Quadrat 
derjenigen Halbaxe B, die auf der Y-Axe liegt, negativ, so liefert diejenige Hyperbel, deren imaginäre 
Axe in der Y-Axe liegt, positive k*, die andere negative, und umgekehrt in dem anderen Fall. Wenn 
die Momentenaxe M mit einer der beiden gemeinschaftlichen Asymptoten zusammenfällt, so wird der 
Schwungradius und somit das Trägheitsmoment des gegebenen Kräftesystems in Bezug auf sie Null. 
§ 115. Constraction der Träglieitsflftche im Allgemeinen. — Die Trägheitsääche eines 
gegebenen Systems paralleler Kräfte für einen gegebenen Punkt als Mittelpunkt ist bestimmt durch 
irgend drei conjugirte Durchmesser. Wir werden sogleich einen Satz kennen lernen, mittelst dessert 
die Richtungen von drei solchen Durchmessern gefunden werden können. Sind diese bekannt, so 
hat die Aufsuchung der Längen der Haibdurchmesser keine Schwierigkeit mehr. Jeder ist der 
Schwungradius des Trägheitsmoments des gegebenen Kräftesystems für die ihm conjugirte Ebene, 
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welche durch die beiden anderen hindurchgeht, und für Entfernungen, die parallel zu ihm gemessen 
werden. Der oben erwühnte Satz lautet; 

Wenn man die statischen Momente der Kräfte eines gegebenen Parallel- 
Kräftesy stems in Bezug auf irgend eine Momon tenebene aufsucht, sie als 
Parallelkräfte in den gegebenen Angriffspunkten anbringt und den Mittel- 
punkt dieser letzteren bestimmt, so ist .jede Verbindungslinie dieses 
Mittelpunktes mit einem PunktO der Momentenebene dieserEbene inder- 
jenigen Trägheitsfläche des Kräftesystems conjugirt, deren geometrischer 
Mittelpunkt der Punk't ist. 
Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach. Bevor wir ihn jedoch antreten, wollen wir bemei-ken, 
dass wir in Zukunft den Mittelpunkt paralleler Kräfte, um Verwechslungen mit geometrischen Mittel- 
punkten zu vermeiden. Schwerpunkt dieser Kräfte nennen woDen, ohne also damit vorauszusetzen, 
dass bloss von Schwerkräften die Rede sei. Bezeichnen wir die in beliebiger Richtung gemessenen 
Entfernungen der Angriffspunkte des gegebenen Kräftesystems von der Momentenebene E mit z, so 
sind die statischen Momente Pz der Kräfte ihrer absoluten Grösse nach zwar abhängig von der 
Richtung, in welcher die Entfernungen z gemessen werden, aber ihr gegenseitiges Verbiiltniss 
bleibt dasselbe für alle Kichtungen der z. Wenn sie also, nachdem sie für irgend eine Richtung 
gefunden sind, an den Angriffspunkten als Parallelkräfte wirkend gedacht werden, so bleibt ihr 
Schwerpunkt immer der nämliche, wie auch später die Richtung der z abgeändert werden möge. 
Für jede Ebene, welche durch jenen Schwerpunkt hindurchgeht, ist das statische Moment der als 
Kräfte gedachten statischen Momente Null. Denkt man sich folglich in der Momentenebene E einen 
Punkt als Anfangspunkt eines Coordinatensystems ÜXYZ genommen, dessen beide Axen OX und 
OY beliebig in der Ebene E liegen, und dessen Axe OZ die Verbindungslinie seines Anfangspunktes 
mit dem oben gefundenen Schwerpunkt ist, so gehen die beiden Coordinaten-Ebenen XZ und VZ 
durch jenen Schwerpunkt und die statischen Momente der als Kräfte gedachten und auf die Ebene E 
bezogenen statischen Momente der gegebenen Kräfte sind folglich für jene Coordinatenebenen gleich 
Null. Sie sind aber, vorausgesetzt, dass jetzt die Entfernungen der Angriffspunkte von den Coordinaten- 
ebenen in der Richtung der Axen gemessen werden, nichts anderes als die Trägheitsmomente zweiter 
Ordnung ^Pxz und — Pyz; und wenn diese Null sind, ao folgt aus der allgemeinen Gleichung tf) 
der Triigheitsfläche (S, 120), dass die Z-Axe der XY-Ebene in der Trägheitsfläche mit dem Mittel- 
punkt conjugirt ist. Dies ist der zu beweisende Satz. 

Um mittelst desselben drei conjugirte Durchmesser der Trägheitsfläche eines gegebenen Kräfte- 
systems für einen Punkt als Mittelpunkt zu finden, legt man durch letzteren Punkt eine beliebige 
Ebene E und sucht die statischen Momente der Kräfte in Bezug auf diese Ebene in der bekannten 
Weise, wobei die Entfernungen der Angriffspunkte in irgend einer beliebigen Richtung gemessen 
werden können. Diese statiscbcii Momente, oder auch nur die Abschnitte, welche zwischen den 
Seiten des zu construirenden Seilpolygons liegen, denkt man sich als Parallelkräfte an den gegebenen 
Angriffspunkten wirken und sucht nach der im g 71 gezeigten Methode ihren Schwerpunkt. Dessen 
Verbindungslinie mit dem Punkt ist der Ebene E in der zu suchenden Trägheitsfläche conjugirt 
und wird als einer der zu suchenden conjugirten Durchmesser OZ genommen. Ein zweiter, OX, 
kann in der Ebene E beliebig angenommen werden. Der dritte, OY, wird dann für die Ebene OXZ 
als Momentenebene auf demselben Wege gefunden, wie der erste, OZ, für die Ebene E. Da er, 
ebenso wie OX, in der letzteren ursprünglich angenommenen Ebene liegen muss, so muss auch der 
Schwerpunkt der als Kräfte gedachten statischen Momente , die in Bezug auf die Ebene OXZ 
genommen werden, in der Ebene E liegen, und es genügt daher, den Schwerpunkt der Projectionen 
jener Momente auf der Ebene E aufzusuchen, wozu es nur zweier Kräfte- und zugehörigen Seil- 
polygone bedarf. Wie dann, nachdem die Richtungen dreier conjugirter Durchmesser gefunden sind, 
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die Längen derselben , btuw. der Halbdurchniesser erhalten werden können , wurde bereits oben 
erörtert. 

110. Constrnction der Tr&gheitscnrve im Allgemeinen. — Für Kräfte, deren Angriffs- 
punkte sämmtlich in einer Ebene liegen, gebt der oben erwiesene Satz, wie leicht zu sehen, in 
folgenden über: 

Wenn man für irgend eine Axe M in der Ebene der Angriffspunkte die 
statischen Momente der Kräfte sucht, »ie als parallele Kräfte ao den An- 
griffspunkten jener wirken denkt und ihren Mittelpunkt construirt, so 
ist die Verbindungslinie dieses Punktes mit irgend einem Punkte der 
Axe M dieser letzteren in derjenigen Trägheitscurve des gegebenen 
Kräftesystems conjugirt, deren Mittelpunkt jener Punkt ist. 
Der Beweis dieses Satzes ist ganz ähiilicb zu führen, wie der für den allgemeinen Satz im 
vniigen §, und es lässt sich unmittelbar daraus, ebenfalls ganz so wie dort, das Verfahren entnehmen, 
wie man für ein gegebenes Krilftesystem, dessen Angriffspunkte in einer und derselben Ebene liegen, 
ein Paar conjugirte Durchmesser der Trägheitscurve tindet, deren Mittelpunkt gegeben ist. 

§ 117. Erstes Beispiel : Constrnction des Trügheits-Ellipsoids für vier gleichgerichtete 
parallele Kräfte. — Beispielshalber lösen wir in Fig. 24 Taf. IX die Aufgabe, das Trägbeits- 
Ellipsoid für vier gleichgerichtete parallele Kräfte Pi, P,.,.P. zu finden, wenn der Mittelpunkt 
desselben gegeben ist. Zu diesem Bebufe legen wir durch den Punkt die beiden, auf einander 
senkrecht stehejiden Tafeln eines Risssystems, also die Axe XX desselben. Die Risse der Angriffs- 
punkte in jenen Tafeln seien A',, Aj...A, und A,, AJ...AJ. Die Kräfte selbst wurden sogleich zu 
dem Kräftepolygon 12^4 in iler Axe X X an einander getragen. Als Momentenebene, welche 
beliebig durch den Punkt gelegt werden darf, nehmen wir die erste Tafel und suchen den dieser 
Tafel conjugirten Durchmesser in dem Trägheitsellipsoid, dessen Mittelpunkt ist. 

Zu diesem Zwecke constmiren wir die statischen Momente der gegebenen Kräfte für die erste 
Tafel, indem wir die zweite Tafel als Projectioüsebeue annehmen und die Kräfte parallel zu XX 
stellen. Ihre Angriffspunkte projiciren wir in orthogonaler Richtung auf die zweite Tafel, so dass 
A^, A'^...A'j selbst sogleich die gesuchten Projectionen sind. In diesen denken wir uns die Kräfte 
parallel zur Axe XX wirken und zeichnen zu dem Kräftepolygon C01234, dessen Pol C beliebig 
angenommen werden kann, das Seilpolygon Ol II ... V. Die auf einander folgenden Seiten desselben 
tretfen die Schnittlinie XX der Projections- und Momentenebene in den Punkten U, 1', 2', 3', 4'. 
Die Abschnitte 1', V2', . . .fi' 4' müssen dann als Kräfte in den Punkten A, , Aj... A* wiiken gedacht 
und ihr Schwerpunkt gesucht werden. Dies geschah durch Construction der beiden Seilpolygone 
1 n'. . -V und 0" I 11". . . V" in der zweiten Tafel und des Seilpolygnns 0'" V". . . V" in der ersten 
Tafel auf die bekannte Weise. Das erste und dritte dieser Seilpolygone gehören beide zum Kräfle- 
polygon C0l'2'...4', das man sich einmal in der ersten, dann in der zweiten Tafel liegend dachte. 
Die Seiten des zweiten Seilpolygons stehen auf den entsprechenden des ersten senkrecht; es gehört 
zu dem in der zweiten Tafel liegenden Kräftepolygon, das durch Verdrehung des Polygons CO X'2'...i' 
um 90 Grad erhalten wird, aber nicht gezeichnet zu werden brauchte. Die Projectionen des so 
gefundenen Schwerpunkts wurden mit S', S" bezeichnet. Seine Verbindungslinie mit 0, deren Pro- 
jectionen mit 07,' und OZ" bezeichnet wurden, gibt den zur ersten Tafel conjugirten Durchmesser 
des Trägheits-Ellipsoids der Richtung und Lage nach. 

Nachdem man dann X X als den zweiten conjugirten Durchmesser, der in der ersten Tafel 
willkürlich gewählt werden darf, angenommen hat, muss noch der dritte Durchmesser gesucht werden, 
derjenige, welcher der Ebene conjugirt ist, die durch OX und OZ hindurch geht. Zu dem Ende 
nehmen wir die erste Tafel als Projectionsebene, welche die Momentenebene XZ ebenfalls in der 
Axe XX schneidet. Dann muss man sich die Kräfte P, , Pj...Pi wieder parallel zu XX an ihren 
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Angriffspunkten wirken denken und letztere parallel zur Ebene XZ auf die erste Tafel projiciren. 
Wir wählen als Richtung der I'rojectiooastrahlen diejenige, welche zugleich auf XX senkrecht steht 
und erhalten demnach auf bekannte Weise \"j, A']'...Ä'j' als Projectionen der Angriffspunkte. In 
ihnen hat man sich die Kräfte P,, P,.., parallel zu XX wirkend zu denken und ihre statischen 
Mnmente in Bezug auf X X zu suchen. Das geschah durch Construction des Seilpolygons Ü* I* 11* . . . V, 
das zum Kräftepotygon C 1 2 ... 4 gehört, und dessen auf einander folgende Seiten die Abschnitte 1", 
l"2"...3"4" auf XX geben, welche die statischen Momente der Kräfte P,, Pi,..P. bezüghch der 
Ebene X Z repräsentiren. Diese statischen Momente mussten nun als Kräfte in den Punkten Ai , A, . . . A < 
wirken gedacht und ihr Mittelpunkt gesucht werden. Da man weiss, dass der gesuchte conjugirte 
Durchmesser in der ersten Tafel liegen muss, also auch jener Mittelpunkt, so genügt es, den Mittel- 
punkt der Kräfte Ol", 1"2"... für den Fall 7.a finden, dass sie an den Projectionen A,. AJ...A, 
oder an denen A'j, A^ ... A^' der Angriffspunkte auf der ereten Tafel wirken. Die beiden Seilpolygone 
U'I'IP.-.V und 0*I*II*...V', deren Seiten auf einander senkrecht stehen, und welche beide aus 
dem Kriirtepolygon C0l"2"..,4" construirt werden, ergeben S', als den gesuchten Mittelpunkt. 
Seine Verbindungslinie mit ist der in der ei-sten Tafel liegende dritte conjugirte Durchmesser OY 
des Trägheits-Ellipsoids. 

Um die Länge der drei in OX, OY, ÜZ liegenden conjugirten Halbdurchmesser zu finden, 
muss man die Schwungiadien des Kräftesystems für die Ebenen YZ, XZ, XY suchen, wobei die 
Entfernungen der Angriffspunkte in den Richtungen OX, OY, OZ zu messen sind. Bezüglich der 
Ebene XY oder der ersten Tafel wurden schon oben die Abschnitte Ol', 1''2'... als statische Momente 
der Kräfte Pi, P»... erhalten, vorausgesetzt, dass die Entfernungen senkrecht zur ersten Tafel ge- 
messen wurden ; CO war die zugehörige Basis. Ferner ist unter denselben Voraussetzungen der 
auf XX liegende Abschnitt Oz zwischen den äussersten Seiten des Seilpolygons I D'.-.V das 
Gesammt-Trägheitsmoment des Kräftesystems. Da aber die Entfernungen der Angriffspunkte nicht 
senkrecht zur ersten Tafel, sondern in der Richtung OZ gemessen werden sollen, so darf beides 
Mal nicht CO als Basis genommen werden, sondern eine Linie H., welche von C nach XX gezogen 
wurde und den nämlichen Winkel mit CO bildet, wie jene beiden Richtungen mit einander. Dos 
Gesammt-Trägheitsmoment in Bezug auf die ei-ate Tafel für die Richtung OZ ist also HJ X Oz. Der 

Schwungradius wird folglich 1/ '^ p — und ist leicht zu construii-en. Ueber 2F = 04 zieht man 
einen Halbkreis und trägt von einem Endpunkte 4 des Durchmessers die Basis H^ als Sehne ein; 
an den anliegenden Abschnitt, gleich ^', wird Oz gefügt, über der Summe beider ein zweiter Halb- 
kreis beschrieben und im Zusammenfügungspunkt eine Senkrechte auf dem Durchmesser bis zur 
Peripherie hin errichtet. Diese Senkrechte ist der gesuchte Schwuiigradius und darf nur noch von 
aus auf Z aufgetragen werden, um den Endpunkt c des in Z liegenden Halbdurchmessers zu erbalten. 
In ganz gleicher Weise sind in Bezug auf die XZ-Kbene die bereits oben erhaltenen Ab- 
schnitte Ol", 1"2"... des Seilpolygons 0'I*....V* die statischen Momente, und der Abschnitt Oy, 
zwischen den äussersten Seiten des Seilpolygons O'I'U".,. V ist das gesammte Trägheitsmoment der 
gegebenen Kräfte, alle reducirt auf die Basis CO und genommeu für die in der ersten Tafel liegende 
Richtung CO, nach der die Entfernungen gemessen werden. Da letztere aber in der Richtung OY 
zu nehmen sind, so muss anstatt CO die Linie H, als Basis genommen werden, die mit CO ,denselben 
Winkel bildet, als OY und von C bis zur Axe XX reicht. So erhält man HJxOy als Trägheits- 
moment des Kräftesystems bezüglich der Ebene XZ und für die Richtung OY, und der Schwung- 



idius ist folglich 1/ - ' ^p • 
als Ob' auf OY' aufgetragen. 



Derselbe wurde ganz ähnlich 



der andere voihin construirt und 
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Endlich ist nocli das Gesammt- Trägheitsmoment bezüglich der Ebene YZ f&r die Richtung ÜX 
zu linden. Wir nehmen zu dem Zwecke wieder die erste Tafel als Projectionsebene , so dass OY' 
der Schnitt derselben mit der Momentenehene wird uud projiciren die AiigrifFspunkte parallel zur 
YZ-Ebene ia einer zu OY' senkrechten Richtung auf die erste Tafel. Die so erhaltenen Projectione» 
wurden mit A',^, A',''... A'* bezeichnet. In ihnen hat man sich die Kräfte P, , P,... P, parallel zn f)Y' 
wirken zu denken und muss nun zunächst ihre statischen Momente suchen. Dies geschah mittelst 
des Kräftepolygons C, li 2,,. .4,, das dem C01...4 genau gleich ist, und mittelst dfs zugehörigen 
Seilpolygons OI'II'..V', dessen auf einander folgende Seiten auf OY' die Abschnitte Ol", 
l"' 2"'. ..3'" 4'" machen. Zu dem durch letztere bestimmten Kräftepolygon C, l"'2"', . .4" wurde 
endlich noch das Seilpolygon l'II'... V construirt. dessen äusserste Seiten auf OY' das Gesammt- 
Trägheitsmoinent Os abschneiden. Beide, die statischen und die Trägheitsmomente, beziehen sicli 
dabei wieder auf die Basis CiÜ, wobei die Entfernungen nach der in der ersten Tafel gelegenen 
Richtung CiO zu messen sind. Da sie aber in der Richtung OX gemessen werden sollen, so muss 
man H, als Basis nehmen, das parallel zu OX von C, nach der Axe OY" gezogen wurde, Damit 
erhält man HJ x Ox als Gesammt-Trägheitsmoment bezüglich der Ebene YZ für die Richtung ItX 



und 



, 



folglich 1/ -'v p ~ *'^ Schwungrailius, der ganz so ^ 
aufgetragen gibt er den dritten Halbdurchmesser. 



■ ie oben construirt werden kann. AufOX 



§ llö. Zweites Beispiel; CoBstrnction der Trägheitscurve für vier parallele Kräfte 
in einer Ebene. — In Fig. 25 Taf. X haben wir für den gegebenen Mittelpunkt die Trägheitscurve 
eines Systems \on vier parallelen, in verschiedenem Sinne gerichteten Kräfte Pi, P.... P, gesucht, 
deren Angritfspunkte in einer Ebene liegen. A,, A, ...A, seien diese Angriffspunkte. Die Kräfte 
selbst sind sogleich in das Kräftepolygon 1 2 3 4 eingetragen worden, welches in der willkürlich 
durch gezogenen Axe XX liegt. Diese Axe nehmen wir als den einen der zu suchenden conjugirten 
Durchmesser. Wir denken uns dann die Kräfte parallel zu Xpi an iliren Angriffspunkten wirken 
und suchen ihre statischen Momente bezüglich jener Linie. Dies geschah mittelst des Kräfte- 
polygons CO 1 2 3 4, dessen Pol C willkürlich angenommen werden konnte, und aus dem das Seil- 
polygon 1 II ... V consti-uirt wurde. Die auf einander folgenden Seiten desselben geben auf der 
Axe X X die Abschnitte U 1', 1 2'. . . 3' 4', welche, bezogen auf die Basis C 0, die Momente repräsentiren, 
vorausgesetzt, dass die Entfernungen der Angriffspunkte senkrecht zu .\X gemessen werden. Jene 
Abschnitte müssen dann als parallele Kräfte an den Angriffspunkten A,, At-..A| wirkend angenommen 
vferden, worauf ihr Schwerpunkt mittelst des Kräftepolygous COT 2'... 4' und der beiden Seil- 
polygone OIir...V' und 0"IH"...V", deren Seiten auf einander senkrecht stehen, auf die bekannte 
Weise gefunden wird. Wir haben ihn mit S bezeichnet. Seine Verbindungslinie mit dem gegebenen 
Mittelpunkt gibt den zu XX conjugirten Durchmesser YY der Trägheitscurve. 

Um die Längen der Durchmesser oder eigentlich der Halbdurchmesser zu finden, müsseu dif 
Trägheitsmomente der Kräfte bezüglich der Axen XX und YY gesucht werden, wobei die Ent- 
feniangen der Angriffspunkte in den Richtungen YY, bczw. XX zu messen sind. Für die Axe XX 
sind bereit« die Abschnitte Ol', TS',... 3' 4', die statischen Momente der Kräfte, erhalten worden, 
während der Abschnitt Oy zwischen den äussersten Seiten des Seilpolygons Olli. ..V das Gesammtr 
Trä^idtsmoment derselben ist, beide bezogen auf die Basis CO und für Entfernungen gültig, die 
■eakredrt auf \ X gemessen werden. Da diese Entfernungen aber parallel zu Y Y genommen werden 
•ciUeo, wo BOSB gtatt der Basis CO eine andere H, genommen werden, die man erhält, indem man 
dorcb den Fol C «äae Parallele zu YY' bis an die Kräftelinie zieht. Der Schwungradius setzt sich 



»ui iiMt gcrfandeoM (iröMco so zusammen, wie es der Ausdruck 



'- zeigt, und kann hieraus 



r- Momeiito iiuil TrägheitBmcnn'nt i)arttl!<'l«-r Kräfte. 



auf bekaoute Weise durch Constrnction gefunden werden. Man zeichnet zuerst das bei c rechtwinkelige 
Dreieck dce, dessen Höhe Oc =; Hy, und in welchem der Abscbiiitt Od der Grundlinie gleich 



1 denselben um Oy verlängert 



.2"P = 04 ist. Der andere Abschnitt Oe ist folglich ^J,; indem 

und über der Summe ye einen Halbkreis beschreibt, erhält man den Schwungradiiis als die auf dem 
Durchmesser in errichtete Senkrechte Üb', welche als Ob vom Mittelpiink aus auf den con- 
jugirten Durchmesser YY aufzutragen ist. 

Aus der Zeichnung ist ersichtlich, dass die Kraft Pi, deren Sinn wir immer als positiv auffassen 
wollen und ^V gleiches Vorieichen, plus, dass dagegen das Gesammt- Trägheitsmoment Oy und das 
Trägheitsmoment 1" der Kraft P, entgegengesetzten Sinn haben. Ersteres ist folglich negativ zu 
nehmen, und desshalb wird das Quadrat des Schwungradius negativ, der Schwungradius selbst also, 
oder der Halbdurchmesser Ob imaginär. 

Um den auf X X liegenden Halbdurchmesser zu finden . hat man die Kräfte Pi , P, . . . P, an 
ihren Angriffspunkten Ai, .\,...A, parallel zu YY anzubringen. Wir zeichnen desshalb das dem 
C 1 2 y 4 ganz gleiche Kräftepolygon Ci 1, 2, 3/ 4, und das zugehörige Seilpolygon I'" H'". . . V", 
dessen aufeinander folgende Seiten die Abschnitte Ol'", l'" 2' " , , . .^"' 4"' auf Y Y machen. Zudem 
hiedurch gebildeten Kräftepolygon C, T" 2'" 3"' 4"' wird dann das Seilpolygon Or"n'...V' con- 
struirt, dessen äusserste Seiten die Strecke Ox auf YY abschneiden. Diese Strecke repräsentirt das 
Gesammt-Trägheitsmoment der Kräfte bezfiglich der Ase YY', bezogen auf die Basis C, und für 
senkrecht gemessene Entfernungen, indem l'.O'xOx gleich jenem Trägheitsmoment ist, Da die 
Entfernungen schief, parallel zu XX, gemessen werden sollen, so muss die durch den Pol C, zu XX 
gezogene Parallele H,, die bis zur Kräftelinie reicht, als Basis genommen werden, so dass der gesuchte 

Sehwungiadius =^ 1/ ^-^p -' wird. Dieser Ausdruck wurde in ähnlicher Weise construirt, wie der 

ähnlich gebildete oben, und man fand so Oa'^Oa als Länge des gesuchten zweiten Halbdurch- 
messers. Derselbe ist reell, weil Ox, das Gesammt-Trügheitsmomeut, das nämliche Vorzeichen hat, 
wie das Trägheitsmoment 1'^ der als positiv angenommenen Kraft P,. Die Trägheitscurve wird 
folglich eine Doppelhyperbel mit den conjugirten Halhdurcbmessern Oa und Ob. 

Aus diesen letzteren erhält man leicht auf bekannte Weise die gemeinschaftlichen Asymptoten JJ 
und KK der beiden conjugirten Hyperbeln und durch Halbirung der Asymptotenvrinkel die Haupt- 
axen ÄA und BB derselben. Um die Längen der letzteren zu tinden, wendet man für einen der 
bereits bekannten Punkte a, b der Hyperbeln, für a etwa, den Satz an, dass das Product aus seinen 
in der Uichtung der Asymptoten gemessenen Entfernungen ai, ak von diesen Linien gleich dem 
vierten Theil der Quadratsumrae der beiden Halbaxen ist. Sucht man daher zu ai oder Ok und 
ak die mittlere geometrische Proportionale kl und trägt diese doppelt vom Mittelpunkt aus auf 
eine der Asymptoten als OD auf, so ist dies die Diagonale eines Rechtecks, dessen Seiten OA, OB, 
auf den Hauptaxen gelegen, den halben Längen dieser Axen gleich sind. A, A, B, B sind folglich 
die Scheitel der beiden conjugirten Hyperbeln, von denen in der Figur Stücke gezeichnet wurden, 
niid welche die Trägheitscurve des gegebenen Systems paralleler Kräfte P,, Pj...?, bilden. 

§ 119. CentralflSche nnd Centralellipsoid. BeziehnDgen derselben zu den Trägheits- 
flächen. — Diejenige Trägheitsfläche eines Systems paralleler Kräfte, deren Mittelpunkt der Schwer- 
punkt dieser Kräfte ist, heissen wir Centralfläche des Kräftesystems; Centralellipsoid in 
dem Falle, wo sie ein Ellipsoid wird, was allemal stattfindet, wenn sämmtliche Kräfte in gleichem 
Sinne gerichtet sind. 

Für die CentralHäche ist der im § 115 bewiesene Satz und das auf ihn gegründete Verfahren, 
die Trägheitstläche bezw. drei conjngirte Durchmesser derselben zu finden, nicht mehr direct an- 
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weudbar. Denn die algebraische Summe der statischen Momente der gegebenen Kräfte ist fllr jede 
Momeutenebene, die durch den Schwerpunkt jener gelegt wird, gleich Null. Wir finden also keinen 
Schwerpunkt der als Kräfte an den gegebenen Angriffspunkten wirkend zu denkenden statJHcLeii 
Momente (g 74). Theilen wir aber diese (ähnlich wie dort im g 74 die Krrifte) in zwei Giiippen 
und suchen den Schwerpunkt jeder dieser Gruppen, so hat die Verbind« Jigsli nie der so gefundenen 
beiden Schwerpunkte eine für uns wichtige Eigenschaft. Für jede zu ihr parallele Momentenebene 
nämlich ist die algebraische Summe der statischen Momente jener als Kräfte gedachten statischen 
Momente, also das Moment üweiter Ordnung iTee' Null, wenn e die Entfernungen von der ersten, 
e' die von der zweiten Momeutenebene bedeuten. Denkt man sich daher jene erste, durch den 
Schwerpunkt S des Kräftesystems gehende Momentenebene als X Y-Ebene eines beliebigen Coordinaten- 
Systems, dessen Z-Axe durch den Schwerpunkt S parallel zu jener Verbindungslinie gelegt ist, sn 
sind die Momente zweiter Ordnung ,^Pzx und — I'zj beide Null, und desshalb die Z-Axe der 
X Y-Ebene in der Centralfiäche coiijugirt. 

Dies gilt aber nicht bloss für die Centralüäche, sondern für jede Trägheitsfläche, deren Mittel- 
punkt iu jener, durch den Schwerpunkt S des gegebenen Kräftesystems gebenden Momenten- oder 
X Y-Ebene liegt. Wenn durch ihren Mittelpunkt die Z-Axe gleichfalls parallel zu jener Verbin- 
dungsUnie der Schwei-punkte der beiden Gruppen, in welche die statischen Momente bezüglich der 
X Y-Ebene getheilt wurden, gelegt wird, so ist sie der X Y-Ebene auch in der TrägheitsHäche coiyugirt- 
Noch mehr: Die halbe Länge des so gefundenen conjugirten Durchmessers ist in der Centralflacbe 
sowohl, wie in der Trägheitsfläche der Scbwungradius des Kniftesystems für die X Y-Ebene und für 
die Richtung der Z-Axe. Daraus folgt also: 

1, In allen Trägheitsflächen eines Systems paralleler Kräfte, deren Mittel- 
punkte in einer durch den Seh w erpunkt der Kräfte gehenden Ebene liegen. 
sind die dieser Ebene conjugirten Durchmesser parallel und von gleicher 
Grösse. 

Alle diese Trägbeitsflächeu werden folglich von zwei zur Mittelpunktsebene parallelen uhJ 
beiderseits gleich weit von derselben entfernten Ebenen berührt. Die Entfernung dieser gemeinschaft- 
lichen Beruh rungsebenen von der Mittelpunktsebene ist gleich dem Scbwungradius des Kräftesystems 
für letztere Ebene. 

Wenn man in dem Goordinateusjsteme SXYZ, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt 8 ein» 
Kräftesystems ist, und dessen Axe SZ in der Centralfiäche der X Y-Ebene conjugirt ist und »ie oben 
gefunden wurde, die Axe SX ganz beliebig annimmt, so gilt für die XZ-Ebeue dasselbe wie für 
die X Y-Ebene. Auch in Bezug auf sie ist die algebraische Summe der statischen Momente der Kräfte 
Null, und theilt man diese statischen Momente in zwei Gruppen, so hat die Verbindungslinie der 
Schwerpunkte derselben die Eigenschaft, dass in Bezug auf jede zu ihr parallele Ebene die Summe 
der statischen Momente jener als Kräfte gedachten statischen Momente oder das Moment zweiter 
Ordnung ,^Pe'e" Null wird, wo e' und e" die Entfernungen von den beiden Momentenebenen 
bedeuten. Von der X Y-Ebene haben wir oben schon bewiesen, dass für die besondere Lage, welche wir 
der Z-AxB gegeben haben, — Pzy Null wird, folglich ist jene Verbindungshnie der X Y-Ebene von 
selbst parallel, und wenn daher in letzterer die Y-Axe, über welche noch verfügt werden kann, 
parallel zu jener Verbindungslinie der Schwerpunkte angenommen wird, so ist sie der X Z-Ehene m 
der Centralfiäche conjugirt und S Z, S Y und S X sind also drei conjugirte Durchmesser dieser Fläche. 

Aber die letzteren Betrachtungen gelten wieder nicht bloss für die Centralfiäche, sondern fftr 
jede Trägheitafläche, deren Mittelpunkt in der durch den Schwerpunkt des Kräftesystems geheudeo 
Axe SX liegt. Weim durch diesen Mittelpunkt ebenfalls eine Y-Axe parallel zur Verbindungslinie 
der Schwerpunkte der beiden Gruppen gelegt wird, iu welche man die statischen Momente bezOgÜcfa 
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iler XZ-Ebene getheilt hat, so iät sie auch in der Trägheitstliiclic der XZ-Ebeiic cuujugiit; und die 
halbe Länge dieses conjugirten Dui eliiiieBBcrB ist wieder, liier in der Trügheitsfliiche wie durt in der 
Centralfläche. der Schwungradius des K rüftesystems bozDglieh der Ebene X/ und l'lir diu lUchtung 
der Y-AxB. Daraus folgt: 

12. In allen Trägheitafliichcn, deren Mittelpunkte in einer ilurcli den Schwer- 
punkts des gegebenen Kräftesystenis gehenden Geraden liegen, sind die 
dieser Geraden conjugirten Ebenen parallel zu einander; und zu .tedem 
Paar conjugirter Durrhraesaer in einer dieser Ebenen findet sicli in jeder 
der anderen ein Paar ihnen gleiche und parallele, welche in der he tr. Trag - 
heitsfläche unter sicli und zur AxeSX conjugirt sind. 
Alle diese Triigheitsflftehen und die Centralfläche werden folglich von einem Cylinder zweiter 
Ordnung umhüllt, dessen gerade Erzeugende der Geraden, in der ihre Mittelpunkte Hegen, parallel 
sind. Die Berührungelinien dieses Cy linders mit allen Trägheits flächen sind congrnente Curven 
zweiter Ordnung in parallelen Ebenen. 

Die dritten conjugirten Durchmesser in der lieibe jener Trägbeitsfiächcu , diejenigen, welche 
auf der Linie liegen, die alle ihre Mittelpunkte enthält, stehen auch in sehr einfacher Beziehung zu 
einander. Nehmen wir irgend eine solche Tragheitatläche heraus, deren Mittelpunkt Ü die Ent- 
fernung i von dem Schwerpunkt S der Kräfte bat, und nennen wir E und S die zur Linie SO con- 
jugirten parallelen Ebenen in der Tiügheits- und bezw. Centralfläche, q ujul q die Entfernungen 
irgend eines Angrifl'spunktes von ihnen. Diese Entfernungen messen wir in der Richtung der Linie SO 
und neuuen sie positiv, wenn der betr. AngritTspunkt nach derjenigen Seite der Ebene E bezw, ® 
hin liegt, auf welcher der Schwerpunkt von jener erst«ren Ebene aus gelegen ist. Dann ist i, die 
Entfernung der beiden Ebenen, wesentlich positiv, und bezeichnen wir mit a und a die Längen der 
ihnen in der Trägheits- bezw, Centralfläche conjugirten llalbdurchmesser, so ist 

a'.^P = .SPri' und a'^P = .^I'q', 
wobei q und q in der einfachen Beziehung stehen 

fj = U -t- i. 
Dieser zufolge wird 

IPq- = JP(I1 + i)' = :JP,,' + 2i iP,) + i-iP 
oder, da (f eine durch den Schwerpunkt gehende Ebene, also .^Pq =o ist, 

iPq' = .rPq' + i'i-p, 
woraus im Zusammenbalte mit obigen beiden Gleichungen folgt 
■ a' = a-+i'. 

H Für eine Trägheitafläche, deren Mittelpunkt auf der anderen Seite des Scbwerpurjktes S liegt, 

f tehält man die nämliche Formel; daraus folgt, dass die Trägheitsflächen, deren Mittelpunkte in einer 
durch den Schwerpunkt des Kräftesystems gebenden Geraden liegen, aymmetriscb um diesen Schwer- 
punkt angeordnet sind; d. h. je zwei, deren Mittelpunkte zu beiden Seiten gleichweit vom Schwer- 
punkt entfernt liegen, sind congruent. 

Ist der llalbdurchmesser der Centralfläche, welcher auf der durch den Schwerpunkt gebenden 
Linie liegt, reell, also a' positiv, so sind alle Halbmesser a der Tragheitsflächen auch reell und stets 
gröSBcr als o. Sämmtliche Trägheitafliichen sind folglich mit der Centralfläche gleicher Art und 
schliessen den Schwerpunkt in den Kaum ein, in welchem ihr Mittelpunkt liegt. 

Ist aber a imaginär, a' negativ, die Centralfläche also jedenfalls ein Doppelhyperboluid, so sind 
die Tragheitsflächen, deren Mittelpunkt nahe am Schwerpunkt liegt, zunächst noch gleicher Art 
mit der Centralfläche. Diejenige Trägheitsfläche, deren Mittelpunkt um den absoluten Werth des 
Halbdurchmessers a von dem Schwerpunkt entfernt ist, schrumpft zu einer Ellipse oder Hyperbel 




130 



IX. Alisohnitt, Tliiliere Moim'nli- und Tiiiglifi 



I paralleler KrÜfti'. 



IS 1?» 



zusammen, congruent mit derjenigen, in welcher die t'entraltläclie von der Ebene (5 geschnitten winl. 
Für grössere Entfernungen geht in dem ersten Fall, wo die beiden anderen Halbdurcbmesser h 
und c der Centraifläche reell sind, das Üojipclhyperbolnid in ein Ellipsoid über, im zweiten Fall aber 
in ein anderes Doppelbyperbuluiii, in welchem i1;ih fiiimantcHge mit dem zweimanteligen vei'taiiscbt ist. 
^ 120. Schwprpnnkt der als KrUfte gedachten statischen Moineute eines Systems 
paralleler Kräfte. — Denken wir uns wieder durch di'n Schwerpunkts (Fig. Ü'i Taf. XI) eines 
Systenft panillelei' Kräfte die gerade Linie NN' gezogen, welche die L'entralHäche in den Punkten 
A und A' durchschneidet. Solche Durchschnittepunkte erhält man allemal, wenn nur die Linie NN' 
in dem Falle, wo die Centralflache ein üoppplbyperboloid wird, nicht gerade auf dem asymptotischen 
Kegel liegt. G sei die zur Linie NN' conjugirte Ebene in der Centraifläche, E eine ihr parallele 
durch einen beliebigen Punkt der Linie NN' und also in der Trägheitsfläche mit dem Mittelpunkt 
ebenfalls der Linie NN' coujugirt. Dann liegt der Schwerpunkt der statischen Momente der gegebenen 
Kräfte in Itezug auf die Ebene E, wenn diese statischen Momente als Parallelkräfte in den Angriffs- 
punkten der gegebenen wirken gedacht werden, in der Linie NN' (g llf»), und unsere Aufgabe soll 
nun die sein, seinen Ort in derselben zu bestiinmen. Nennen wir nu diesem Behnfe q die Entfernungen 
der Angriffspunkte von der Ebene E, gemessen in der Uichtuiig der Linie NN' und positiv gerechnet, 
wenn die betr. Punkte auf derjenigen Seite der Ebene E liegen, auf welcher der Schwei-punkt S 
liegt; dann ist die Entfernung SO dieses letzteren von der Ebt^ne E, die wir mit i bezeichnen wollen, 
als wesentlich positive Grösse zu betrachten. Mit (\ wollen wir die Entfernungen der Angriffspunkte 
von der Ebene lä bezeichnen, voraussetzend, dass sie ebenfalls in der Richtung der Linie NN' gemessen 
und in demselben Sinne wie die q positiv genommen werden. Dann ist stets 

q = q + i. 

und die Trägheitsmomente der Kräfte bezüglich der Ebenen E und (J stehen in der einfachen Be- 
ziehung zu einander, dass 

^Pq' = ^P(q + i)' = .JPq' + riP 
oder, wenn der Halbdurchmesser SA =^ SA' der Centraifläche mit a bezeichnet wii'd, 
^■l'q' = (0' + i') ^l'. 
Sei nun m die Entfernung des Schwerpunktes M der Momente der gegebenen Kräfte in Bezi^ 
auf die Ebene E von dieser letzteren, und m seine Entfernung von der Ebene S, beide in demselben 
Sinne positiv oder [legativ gm-echnet wie die q und q, dann ist wieder 

m ^ 111 + i 
und nach dem bekannten Momentensatze (§ 73) 

m^Pq = .JPq'. 
Aber auch die Summe der Momente I*q der Kräfte P in Bezug auf die Ebene E ist gleich dem 
Product aus der Entfernung i des Schwerpunktes S dieser Kräfte von dei-selben Ebene in die 
algebraische Summe der Kräfte, nämlich 



und dies oben berücksichtigt gibt 



und folglich 
oder einfacher 



:jp,i = 

iiP=:i-Pq' = 



.TP; 

("' + i") : 



^ 



Ist nun a' positiv, was allemal stattfindet, wenn die Centraifläche ein Ellipsoid ist, so wird i 
jedenfalls positiv, und man hat es von S aus auf NN' nach derjenigen Seite zu tragen, wo de 
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'unkt aiclit liegt, um den gesuchten Schwerpunkt der Momente, M, zu erbalten. Denkt man sich 
ain zur Ebene E eine parallele Ebene E'. die mit ihr symmetrisch gegen den Schwerpunkt S liegt, 
«nd die wir kurz die Symmetralebene zu E nennen wollen, so ist vermöge der obigen Relation M 
l<äer Pol der Ebene E' in der Centralfläche, und zwar in dem Falle, wo letztere ein Doppelhyperboloid 
l-JBt, in demjenigen von den beiden Hyperbohiideii, das von NN' geschnitten wird. Ist aber a- negativ, 
lAA' also eigentlich ein imaginärer Durchmesser, dann wird m aus obiger Relation auch negativ und 
\, folglich von S aus auf NN' nach derjenigen Seite hin zu tragen, wo liegt; es ist akn der 
(Schwerpunkt — M der Momente in liezug auf die Ebene E der Pol dieser Ebene selbst, und zwar 
rin demjenigen Hyperboloid der Oentralääche, die jetzt nur ein Doppelhyperboloid sein kann, welches 
Ivon NN' wirklich in den Punkten A und A' geschnitten wird. Uebersichtlicher ist es, auch hier 
lauf die Symnietraleheiie E' der Ebene E überzugehen; dann ist --M der Pol der Ebene E' üi dem 
l'Conjugirten Hyperboloid, das von NN' nicht geschnitten wird, in welchem also AA' wirklich imagi- 
inärer Durchmesser ist. Daraus folgt der Satz: 

Wenn man sich die statischen Momente der Kr.^fte eines gegebenen Parallel- 
Kräftesystems in Bezug auf eine Ebene E wieder als parallele Kräfte in 
den Angriffspunkten der gegebenen wirken denkt, dann ist ihr Schwer- 
punkt der Pol derjenigen Ebene E' in der CeDtralfläche, die zur Ebene E 
parallel ist und mit ihr symmetrisch gegen den Schwerpunkt des Krüfte- 
systems liegt oder der A'ntipol der Ebene E. 
In dem Falle, wo die Centralfläche ein Doppelhyperboloid ist, hat man zu beachten, ob dcr- 
l'jenige Durchmesser desselben, welcher der Ebene E conjiigirt ist, reell oder imaginiir wird, d. h. ob 
7 das Quadrat des Schwungradiua der gegebenen Kräfte in Bezug auf die Ebene G, die parallel zu E 
lidurch den Schwerpunkt des Kräftesysteras geht, positiv oder negativ ist. In jedem Fall ist der 
I &<'hwerpunkt der Momente der Pol der Synimetralebene E' in demjenigen von den beiden llyper- 
l'boloiden, aus denen das Doppelhyperboloid besteht, für welches jener Durchmesser reell, bezw.imaginär ist. 
i 121. Besonderer Fall: Parallele Kraft«, deren Angriffspnnkte in einer Ebene 
[■liegen. — Die Betrachtungen, welche wir in den beiden vorhergehenden Nummern anstellten, sind 
l'leicht auf den Fall 7.\i übertragnen, wo die AngiitTspunkte sämiutlicher parallelen Kräfte in einer 
> liegen, und folglich die Tiägheitsflächcn in Curven, die Central flächen in die sog. Central- 
'curven übergehen. Fllr jede in dieser Ebene liegende Axe. die durch den Schwerpunkt der Kräfte 
liindurcfageht , ist dann die Summe der stiitischen Momente der Kräfte Null. Der zu jener Axe 
conjugirte Durchmesser der Centralcurve muss also so gefunden werden, dass man die Kräfte in 
zwei Gruppen theilt und den Schwerpunkt der als Kräfte gedachten statischen Momente jeder Gruppe 
^micht. Die Verbindungslinie der beiden Schwerpunkte ist. der Richtung nach, jener Axe in der 
B Centralcurve conjugirt. 

Hieraus folgt, dass in allen Trägheitacurven. deren Mittelpunkte auf einer Linie liegen, welche 
tdurch den Schwerpunkt der Kräfte in der Ebene der Angriffspunkte derselben gezogen ist, die jener 
IXinie conjugirten Durchmesser parallel und von gleicher (iriisse sind. Alle diese Tragheitscurven, 
f >anschliesslich der Centralcurve. werden daher von zwei Linien berührt, die parallel zu derjenigen 
I Geraden sind, welche ihre Mittelpunkte enthält, und beiderseits gleichweit von derselben entfernt 
rliegeo. Die anderen Durchmesser, welche in der durch den Schworpunkt der Kräfte gehenden 
f Geraden selbst liegen, stehen in einfacher Be/;iehung zu einander. Ist a der halbe Durchmesser 
tdiesi^r Art in der Centralcurve, a der in einer beliebigen Trägheitscurve, deren Mittelpunkt in der 
I Entfernung i vom Krafteschwerpunkt liegt, so ist 

a' = Q^ -(- i''. 
Die Tragheitscurven, deren Mittelpunkte in irgend einer durch den Schwerpunkt der Kräfte 
[ebeuden geraden Linie liegen, sind folglich wieder um jenen Schwerpunkt symmetrisch angeordnet; 

17* 
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Kwei, (leren Mittelpunkte beiderseits gleich weit vom Scliwerpunkt entfernt liegen, dml congruent. 
Wenn der Halbdurclimessei' in der Centraicurve reell ist, a' also positiv, so ist a' auch stctä positiT 
um! grösser als n. Alle die in Rede stehenden Trägheitsourven sind also gleicher Art wie die 
CeiitralcurvG und schliosseii den Schwerpunkt ein. Ist aber a' negativ, die Centialcurve also jeden- 
falls eine Hyperbel, dann sind dif Tiägheitscurven, deren Mittelpunkte noch eine kleine Entfernung i 
Tom Kräileschwerpunkt haben, kleiner als die Strecke a, aufh noch von gleicher Art wie die Central- 
cui've, also Hyperbeln. Für eine Entfernung i =: a reducirt sich die Trägheitscurve auf eine gerade 
Linie, die dem zur Linie der Mittelpunkte conjugirten DurehmeBser in der Centralcurve gleich und 
parallel ist. Und filr noch giÖBsere Entfernungen i gehen die Träglieitsh)']terbeln in Ellipsen ober. 

Der Schwetiiunkt der als Kräfte in den gegebenen Angriftspunktcn wirken gedachten statischen 
Momente der Kräfte in Bezug aul' irgend eine in der Ebene ihier Angriffspunkte gezogene Ase ist 
in der Centralcurve der Pol einer Linie, welche parallel jener Axe in gleicher Entfernung vom 
Kräfteschwerpunkt wie sie, aber auf der entgegengesetzten Seite desselben gezogen wird, oder ihr 
Antipol. In dorn Falb, wo die Centralcurve eine Doppel hyperbel ist, hat man zu lioachten, ob der- 
jenige ihrer Durchmesser, welcher der Richtung der Momentenaxe conjugiit ist, reell oder imaginär 
wird. In jedem Falle ist der Schwerpunkt der atatischen Momente der Kräfte der Pol einer zur 
Momentenaxe symmetrisch gelegenen Linie in derjenigen von den beiden Hyperbeln, für welche jener 
Durchmesser reell oder imaginär wird. 

§ 122. Fälle, wo conjugifte Kichtangen und Stellungen in den Trägheitsfläc-hen 
nnmlttelbar angegeben werden können. — Es gibt einzelne besondere Fälle, in denen conjugirte 
llichtungen und Stellungen in den Triigheitsflächen unmittelbar angegeben werden können, so dass 
nur noch die Grosse der betr. Halbdurchmesaer zu bestimmen bleibt. Wir wollen einige der wich- 
tigsten dieser Fälle hier anführen. 

1. Die Kräfte und ihre Angriffspunkte seien so gegeben, da«s letztere paarweise durch parallele 
Linien verbunden werden können, und dass die Schwerpunkte der Kräftepaare, die an den Enden 
jener Parallelinien wirken, sämrotlich in einer und derselben Ebene E liegen. Dann sind die 
Richtungen der Paralleihnien und die Stellung dieser Ebene E in allen denjenigen Triigsheitaflächen 
conjugirt, deren Mittelpunkte auf der durch den Schwerpunkt des ganzen Kräftesystems gezogeneu 
Parallelen zu jenen Verbindungslinien liegen. 

Dies ist leicht zu beweisen. Filr jedes der obigen Kräftepaare ist die Summe der statischen 
Momente bezüglich der Ebene E Null. Diese statischen Momente, als Kräfte an den gegebenen 
Angriffspunkten angebracht, bilden folglich je ein Paar paralleler und entgegengesetzt gerichteter, 
gleicher Kräfte, deren Momenteosumnie bezüglich jeder zu den Verbindungslinien der Angriffspunkte 
parallelen Ebene Null ist. Dies ist folglich auch für alle Kräfte des Systems der Fall und deshalb 
ist die Richtung jener Verbindungslinie der Ebene E in der CentralHäche sowohl, als in jeder 
Trägheitsfläche, deren Mittelpunkt die oben bezeichnete Lage hat, conjugiit. 

2. Wenn die gegebenen Kräfte so gruppirt werden können , dass die Angriffspunkte di 
einer Gruppe gehörigen Kräfte in parallelen Ebenen und die Schwerpunkte der Gruppen in 
und der nämlichen geraden Linie MM liegen, so ist diese gerade Linie der Stellung der PariiUel. 
ebenen conjugirt in der Centralfläche sowohl, als iu den Trägheitsflächen, welche ihren Mittelpunkt 
auf ihr liegen haben. 

Denn nimmt man irgend eine jenen Parallelebenen parallele Ebene E als Momentenebene, so 
siiul die Angriffspunkte der Kräfte innerhalb jeder der obigen Gruppen gleichweit von ihr entfernt. 
Dealialb sind die statischen Momente der Kräfte diesen selbst proportional; werden sie also an den 
Angriffspunkten der letzteren Kraft* angebracht, so iallt ihr Schwei-punkt mit dem der Kräfte zu- 
sammen, also in die Linie MM. Dies gilt für alle Gruppen und desswcgeu liegt der Schwerpunkt 
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■der statischen Momente des ganzen Kräftesyatems bezüglich der Ebene E ebenfalls in der Linie MM, 
IJD welclier auch der Schwerpunkt des Kiäftesyatems selbst liegt. Die Linie MM ist folglich der 
BStelluiif; der Ebene E und d»mit nuch der jener Parallelebenen coi^ugirt in der CentralHäche und 
lin all den Triigheitsfl liehen, deren Mitttlpnnkte auf MM liegen. 

3. Wenn die gegebenen Kräfte so gruppirt worden können, daas die Mittelpunkte der Central- 
äi^heu der einzelnen Gruppen auf einer geraden Linie MM Hegen, und die zu dieser Linie conjugirten 
Ebenen in den Centralflächen untereinander parallel sind, dann ist auch in der Centralftächo des 
ganzen Syatoms die Linie M M der Stellung jener Parallel ebenen conjugirt. 

Denn für irgend eine, zu jener Ebene paraUde Momentenebene E liegt der Sdiweqiunkt der 

[fttatischen Momente der innerhalb einer jeden Gruppe enthaltenen Kräfte auf der Linie MM. Folglich 

liegt der Schwerpunkt der statischen Momente des ganzen Systems bezüglich derselben Ebene gleichfalls 

auf der Linie MM, auf welcher auch der Schwerpunkt der Kräfte selbst liegt. Diese ist dessbalb 

^^ der Ebene E conjugirt in allen Trägbeitsflächen, deren Mittelpunkte auf ihr liegen, und in der 

^LCentralAäche. 

^v Der vorige Satz ist eigentlich nur ein speciciler Fall des eben bewiesenen; die Centralflächen 

^««duciren sich dort auf Cuntnilcurven in der Ebene der Angriffspunkte der Gruppen. Für die beiden 
^KFälle in Nr. a und 3 lässt sich nun noch folgender Satz aufstellen: 

^f 4. Wenn im Falle der Nr. li je zwei conjugirte Durchmesser der Centralcurven in allen Gruppen 

parallel laufen, oder wenn im F'alle der Nr. .H die parallelen, der Linie M M in den einzelnen 
Centraltiächen eonjugii-ten Ebenen zwei conjugirte Durchmesser dieser Centralflächen enthalten, die 
in allen Gruppen die nämlichen liichtungen haben, su gibt es auch von der Centralfläche des ganzen 
Systems in der zur Linie MM conjugirten Ebene zwei conjugirte Durchmesser, die jenen parallel sind. 
Denn denkt man sich durch die eine Reihe der parallelen Durchmesser der Centralcurveu oder 
-Flächen der Gruppen eine Ebene E' gelegt, so schneidet diese die in der Centralfläche des ganzen 
^»Systems zur Linie MM conjugirte Ebene in einer zu jenen Durchmessern parallelen Linie M'M'. 
^VWenn dann die Kräfte jeder Gruppe in beliebige zwei Theile getheilt werden, so ist die Verbindunga- 
^"Knie der Schwerpunkte der, lieziiglicb jener Ebene E' genommenen statischen Momente je zweier 
solcher zusammengehöriger Theile einer Gruppe der Ebene E', bezw. (im Falle der Nr. 2) dem in 
ihr liegenden Durchmesser, in der Centralfläche oder -Curve der Gruppe conjugirt. Diese Verbindungs- 
linien, an deren Endpunkten man sich je zwei gleiche und parallele, entgegengesetzt gerichtete Kräfte 
(oder eigentlich statische Momente) wirken zu denken hat, sind aber, der Voraussetzung gemäss, alte 
parallel, und daher ist die Gesammtsumrae der stütischen Momente jener als Kräfte gedachten Momente 
Null bezüglich jeder zu den Verbindungslinien parallelen Ebene. Die Richtung dieser Verbindungs- 
linien ist folglich auch in der Centralfläche des ganzen Systems der Ebene E' und damit der Linie 
M'M conjugirt. 

§ l'ifi. Fülle, w(i coiiju^ii-te Richtungen in den Trägheitscurven uumittelbar an- 
gegel>en wenleu können. — Die Uebertragung der Sätze im vorigen g auf den spcciellen Fall, 
. wo die Angriff8])unkte samuitlicher Kräfte in einer Ebene liegen, und wo, wie wir kurz sagen wollen, 
Üe Kräfte ein ebenes System bilden, ist sehr einfach. Wir begnügen uns die Resultate hiefür anzu- 
en, und überlassen es dem Leser, die Beweise den obigen allgemeinen nachzubilden. 
I. Wenn in einem ebenen System paralleler Kräfte diese paarweise so gruppirt werden können, 
die Verbindungslinien der Angriffspunkte der Gruppen alle parallel laufen, und dass die 
Ichwerpunkte der Kräftepaare, die an den Enden jener Parallellinien wirken, säromllicb in einer und 
derselben geraden Linie liegen, so ist diese der Richtung jener parallelen Verbindungslinien in der 
Central cur ve des Systems und in allen Trägheitscurven desselben, deren Mittelpunkte auf ihr liegen, 
cOnjngirt. 
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2. Wenn die Kräfte des ebenen Systems so gruppirt werden können, dass die Aiigriffspunltte 
der zu einer Gruppe gehörigen Kräfte in parallelen Linien und die Schwerpunkte der Gruppen irj 
einer und derselben Geraden liegen, so ist letztere der Uicbtung jener Parallellinien conjugirt in der 
Centralcnrve sowohl als auch in den Trägheitscurven, iieren Mittelpunkte auf ihr liegen. 

3. Wenn die Kräfte eines ebenen Systems sn gruppirt werden können, dass die Mittelpunkte 
der Centralcurven der einzelnen Gruppen auf einer geraden Linie liegen, und die zu dieser Linie 
conjugirten DurchmesKer in den einzelnen Centrale iirvcn untereinander parallel sind, dann ist am-ii 
in der Centralcurve des ganzen Systems die Linie MM der Richtung jener parallelen Durchmesser 
conjugirt. 

§ 124. Specieller Fall, wo die uiiinitlelbar angebliarcii conjugirten Riebtangen und 
Stellangen senkrecht anf einander stehen. — In allen Fällen der beiden vorhergehenden Para- 
graphen, wo die conjugirten Linien und Ebenen senkrecht aufeinander stehen, hat man ea mit den 
Häuptaxen und den ihnen conjugirten Ebenen der betreffenden Central- und Trägheitstlächcn, hezw. 
-Curven zu thun. 

§ 125. Constrnction der (Vntrjil Hache eines Systems [laralleler Kräfte ans deo 
bekannten Cent rnl flächen der Gruppen, in welche jenes System zerlegt werden kann. — 
Es bleibt nun noch zu eiörtern, wie die Centratfläche Fd eines Systems paralleler Kräfte gefunden 
werden kann, wenn die Centralflächen F, F". F '... der Gruppen, in welche das Kräftesystem zerlegt 
wurde, bekannt sind, und diese letzteren eine ganz beliebige Lage und Gestalt haben. 

In Fig. 27 Taf. XI mögen F', F', F"... die Centralflächen der Gruppen mit den Mittel- 
punkten S', S", S'"..., den Schwerpunkten der Kräfte in diesen Gruppen, vorstellen, welche jedoch 
nicht alle in einer Ebene zu liegen brauchen, wie es nach der Zeichnung scheinen könnte. Der 
punktirt gezeichnete Theil der Fläche F" sei derjenige, welcher mittelst der an ihn gelegten Tangential- 
ebenen die Schwungradien gibt, deren Quadrat negativ ist. Die Kräfte der ersten Gruppe sollen mit P' 
(nämlich P',, P,...) bezeichnet werden, die der zweiten Gruppe mit P", der dritten mit P'" u, s, w. 
Denkt man sich dann in den Mittelpunkten S', S", S'"... die parallelen Kräfte P„ ^ ^P'; 
P^ = 2"P"; P„' = .^P"' etc. wirken, an kann der Schwerpunkt S„ derselben auf die bekannte Weise 
gefunden werden; er ist der Schwerpunkt des ganzen Kräftesystems und Mittelpunkt der Centnü- 
fläche desselben. 

Sei nun E irgend eine Ebene, so ist der Schwerpunkt M' der statischen Momente der Kräfte P' 
in Bezug aufdieae Ebene der Po] einer mit E symmetrisch zum Mittelpunkt S' liegenden Ebene i 
der Centralfläcbe F'. Er liegt fulglich in dem zu E conjugirten Durchmesser A'Ä' der 
Fläche und zwar so, dass 

oder, wenn S' M' mit in', SA' mit u' nndS'O' mit i' liezeicbnut wird, dass 



der letzteren J 
der statischen ^ 



ist (8. g 120). In ganz ähnlicher Weise findet man die Schwerpunkte M", M'" 
Momente dtr Kräfte P', l'"' ... bezUglich der Ebene E. 

In diesen Schwerpunkten bat man sich die Summe der Momente der Kräfte P', P", P'"... 
beztlglich der Ebene E wirkend zu denken, also die Momente der in S, S", S'"... wirkenden Kräfte- 
summen JiP', S]*", SV"... Diese letzteren Momente hat man aber bereits construirt, indem man 
den Schwerpunkt So aus den Schwerpunkten S', S", S'"... der Gmppen suchte, wenn man nur als 
Ebene E eine der ProjectioriHi-beneii wählt, welche man zu obiger Constructiun nöthig hatte. Sucht 
man nun den Mittelpunkt (Schwerpunkt) Mo jener in M'. M", M'"... thätigen Kräfte auf bekannte 
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IVeiae. dann ist die Verbindungali nie desselben mit dem Kräfte-Schwerpunkt S„ des ganzen Systems 
rder Stellung der Ebene E in der Oentralfläcbe conjugiit. Sie ist der Durcbmesser , welcher in der 
Ccntraltlärhe der Ebene @ conjugirt ist, die parallel zu E durch Sn gelegt wurde. Die Länge dieses 
Durchmessers ist dann leidit zu finden. Seine von S„ gleich weit entfernten Endpunkte An, Ä„ müssen 

Iden Momenten-Schwerpunkt M« barmonisch entweder von dem Durcbgangapunkt 0„ des Durchmessers 
durch die Ebene E trennen, oder von dem Durchgangspunkt Oj desselben durch eine Ebene E', 
«eiche parallel zw E ist und symmetiisch mit ihr gegen den Schwerpunkts,, liegt, je nachdem M„ 
und 0„ auf eiueilei Süit<>, oder auf verscbiederien Seiten der Ebene S liegen. Auf jeden P'all ist 
_ s;a' = s^m; X ö^s;, 

Wobei S„A„ iiosiliv uder neüiiliv, der Hiilbdurchmesser SoAo also reell oder Imaginär wird, je nach- 
.flem 0„ und M„ auf veischiedeiie oder auf einerlei Seite der Ebene ® fallen. 
Auf ganz gleiche Weise kann man für eine zweite Ebene e, die parallel zum eben gefundenen 
Durchmesser AuA„ ist, den ihr conjugirten Durcbmesser in der Centi-alliäche finden, der Richtung 
und Grösse iiacb. Er muss in der Ebene (£ liegen. Denkt man sich endlich durch S„ parallel zur 
Ebene e eine Elieiie e gelegt, so scbnoidet diese die Ebene (£ in einer geraden Linie, welche mit den 

»beiden schon gefundenen drei conjugirte Durchmesser der t'entralfläche bildet. Diese ist also bestimmt, 
wenn imcb auf iigeiid eine der schon bekannten Arten die Grösse dea dritten Durchme^ers ge- 
funden wird. 
g 120. (\nistrnction drs TrÜ^hcitsiiiomcntes eines Systems paralleler KrAfte in 
Bezog auf eine beliebige Ebene, wenn die Centrnlttäclien der Gnippeii bekannt »<ind, in 
welche jene Kräfte gettieilt werden können. — In den Anwendungen kommt es häufig vor, 

tdass der Schwerpunkt S„ eines Krilftesystems. wie wir es im vorigen § bebandelt haben, schon bekannt 
ist, eben so die Hicbtung, welche in der Centralfläche des ganzen Systems der durch den Schwer- 
punkt S„ gelegten Ebene S conjugirt ist, so dass nur noch erübrigt, die Länge des in jener Richtung 
liegenden, der Ebene (S conjugirten Durchmessers, also das Trügheitamoraent bezüglich der Ebene @ 
und für jene Richtung zu finden. Unter diesen Voraussetzungen lässt sieb die letztbezeichnete Auf- 
gabe einfacher durchführen, als es im vorigen § an den betreffenden Stellen angedeutet wurde. 

Seien in Fig. 27 Taf. XI F', F", F'", . . wieder die Oentralfiächen der Gruppen P', P", P'"..., 
1 die das gegebene Kräftesystem zerlegt werden kann, unil stellen wir uns die Aufgabe, das Träg- 
Jlieitsmoment des letzteren in Bezug auf eine beliebige Ebene E zu finden. Dann erhalten wir zu- 
nächst das Trägbfitsmoment der Gruppe P', wenn wir irgend eine Trägheitsfläche derselben construiren, 
/ieren Mittelpunkt in E liegt. Die Entfernung der zu E parallelen Tangenttalebenen an diese Fläche 
Krön E ist der Schwungradius des gesuchten Trägheitsmomentes. Unter allen Trägheitsflächen der 
■Gruppe P' können wir aber diejenige am leichtesten finden, deren Mittelpunkt im Durchschnitt 0' 
gdes KU E conjugirten Durchmessers A'A' der Centralfläche F' mit der Ebene E liegt (s. § 119). Zu 
Efedem Paar conjugirter in der Ebene E liegender Durcbmesser der TrügheitsÜäebe findet aicli ein 
Pa&r gleicher und paralleler in der Centralfläcbo F' und der dritte, zu E conjugirte Halbdurch- 
messer O'N' bat nach § 119 eine solche Länge a', dass 
a'^ = q" -|- i'' 
, wenn, wie im vorigen §, a' den Haibdurchmesser S' A' der Centralfläche und i' die Entfernung S' 0' 
l^des Mittelpunktes der Trägheitsfläche vom Mittelpunkte der Ceiitralfläche bedeutet. In deraelben 
Weise findet man die Endpunkte N", N". .. der zu E conjugirten Halbdurchmesser der Trägheits- 
flächen der Gruppen F', P'"... mit den Mittelpunkten 0", Ü"... Bei der zweiten Gruppe bat man 
zu beachten, dass der Durcbmesser A" A" imaginär, also a"" negativ ist. Bezeichnen nun k', k", k'". . . 
I in der vorgeschriebenen Richtung gemessenen Entfernungen der Punkte N', N", N'"... von der 
kimentenebene E, so sind 

W2V'. k"'2P", k""^P"'... 
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tlie Triiglioiiämoiiieiitp der eiiiKeliiarj Kmftes'uppeii uiiil folgliüli 

k'-'5P' +k'"^P" + k'"'J!l''" +... 
das gesuchte Trägheitsmoment des ganzen Systems. Um dasselbe zu erhalten, hat man sich folglich 
in den Punkten N', N", N"... die Kräftesuminen i'P', SP", SP'"... wirken zu denken und für 
dieselben das Trägheitsmoment hezüglich der Ebene K ganz so zu cnnstruiren, wie ob im 5J 111 fllr 
Einzelkräfte gezeigt worden ist. Es ist dabei gleichgültig, an welchem dei' beiden Endpunkte des 
zu E conjugirt(.'[i Durclimessers dur betr. Trag h ei ts fläche die obigen Kräftesummeii angebracht werden; 
denn das Tiiigbeitsmoment einer Kraft ist unabhängig von dem Vorzeichen der Entfernung ihres 
Angritfspunktes von der Momentenebene; aber die Kräftesumme selbst musa in dem ihrem eigenen 
Vorzeichen entsprechenden Sinne oder im entgegengesetzten genommen wei-den, je nacLdeia der 
Durchmesser, an dessen Ende sie wirkt, reell oder imaginär ist. je nachdem also das Vorzeichen 
von a'', a"', a'"',.. nach obiger Formel jiositiv oder negativ wird. 

Bei dem eben gezeigten Verfahren für die Construction des Trägheitsmomentes sind in der 
willkürlich anzunehmenden Projectinnsebene zwei Kräfte- und Seilpolygone zu construiren, wie in 
dem Verfahren des vorigen § auch. Aber während dort das eine Seilpoljgon zwischen den Parallelen 
zu ziehen ist, welche durch die l'rojectionen der Punkte S'. S", S"... auf die Projectionsebene 

gelegt werden, das andere zwischen den Parallelen durch die Prujei-tionen der Punkte M', M", M'" 

können hier beide Seilpolygone zwischen denselben Parallelen, welche dnrch die Projectionen der 
Punkte N', N", N'"... hindurchgehen, construirt werden; und das vereinfacht natürlich die Construction. 

Wie sich die Betrachtungen dieses und des vorigen § modificiren und vereinfachen, wenn 
sämmtliche An gnfi'sp unkte der gegebenen Kräfte in einer Ebene liegen, ist leicht 7.u übereehen. FAn 
Beispiel für einen practischen Fall der letzteren Art werden wir im g 139 durchfahren. 
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System paralleler Kräfte, deren Intensitäten den Entfernungen ihrer Angriffspunkte von einer 

Ebene proportional sind. — Gentraleilipsoid, Centralelllpse und Kern von Körpern und ebenen 

Figuren (Querschnitten). 

§ 127. Mittelpnnkt und statisclit-s Moment, (liiiiii Trägheitsflifch«- iiiid (Vntralllüclie, 
TrUgheitscnrve und Centralen rve von Parallelkrilften, welche den Entfernungen ilii-er 
Angriffspunkte von einer Neutral -Kliene oder -Axe proportional sind. — Üaa im vorher- 
gehenden Abschnitt Vorgetragene findft seijip praktisclie Verwendung Iiaiiptsächlich für Kräfte, deren 
Iiiteusituten den Entfernungen ihreV Angriffspunlrte von einer Ebene, die wir Neutralehene nennen 
vollen, proportional sind. Bezeichnen wir mit p,, p,, p,... parallele Kräfte, die an Angriffspunkten 
wirken, deren in bestimmter Richtung gemessene Entfernungen von der Neutralebene E benw, e, , e» , Cj , . . 
seia mögen, und sind C,, C,, Cg... Constante der Art, dass 

pi = C, 61 , p, ^ C, e, , p, := C. G, . . . , 
so sind die Kräfte p nichts anderes als die bezüglich der Neutralebcno genommenen statischen 
Momente der Constanten C, welche man sich an den gegebenen Angriffspunkten als Kräfte wirken 
denkt. Die statischen Momente p, e,, p-ea. psCa... der Kräfte p bezüglich der Neutralebone sind 
die Trägheitsmomente C,eJ, C,eJ. C,eJ... derselben Constanten. Der Angriffspunkt der Resultante 
der Kräfte p endlich, d. b. ihr Mittelpunkt oder Schwerpunkt, ist der Schwerpunkt der Momente 
C, e, , dei-.., die an den gegebenen Angriffspunkten wirken. Dabei bat man den Entfernungen e 
das positive oder negative Vorzeichen zu geben, je nachdem die Angriffspunkte auf der einen oder 
anderen Seite der Neutralebene liegen: und hiernach richten sich imtUrlich auch die Vor/eichen der 
Kräfte p. Alles also, was im vorhergehenden Paragraphen gesagt wurde, lässt sich unmittelbar auf 
das obige System paralleler Kriifte p anwenden, wenn man nur an Stelle der Kräfte 1' die Con- 
Btaateu C setzt, ferner an Stelle der statischen Momente l'q der Kriifte P die Kräfte p und endlich 
an Stelle der Trägheitsmomente Pi^* die atatischen Momente pe der Kriifte p bezüglich iler Neutral- 
ebene. Der Schwerpuidtt der statischen Momente Pq ist der Mittel- oder Schwerpunkt der Kräfte p. 

Wenn man das Gesammt-Trägbeitsmnment der Constanten C oder das gesammte statische 
Moment der Kräfte p durch die Summe der Constanten selbst dividirt, so ist der Quotient das 
Quadrat einer Grösse, die wir Schwungradius des Kräftesysteras für die Neutralebene E nennen. 
Zwei Ebenen E', E" zu beiden Seiten der Neutralebene E in einer Entfernung gleich jenem Scbwnng- 
radius gezeichnet und zwar für alle Lagen der Neutralebene, die sie annimmt, indem sie sich um 
einen festen Punkt dreht, umhüllen eine Fläche zweiten Grades mit einem Mittelpunkt, dem 
Punkt 0. Diese Fläche heisst im Allgemeinen TrägheitsHiiche des Kräftesvstems und Centralflücbe 
dann, wenn der feste Punkt 0. ihr Mittilpunkt, der Schwerpunkt S der Cunstanten C ist. 
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Für irgeDd eine Lage der Neutralebene E ist der Angriffspunkt der Resultante der Kräfte p 
der Pol, welcher in der Centralfläche einer Ebene E' zugehört, die der Neutralebeoe parallel ist 
und srmmetTisch mit ihr gegen den Schwerpunkt S liegt. Für alle Lagen der Neutralebene, wo äs 
durch den Schwerpunkt S der Constanten selbst geht, wird die Summe der Kräfte p Null und föUt 
ihr Angriffspunkt in unendliche Eutfernuiig. 

Fftr Kräfte, deren Angriffspunkte alle in einer Ebene liegen, tritt an Stelle der Neutralebene 
eine neutrale Axe in der Ebene der Angriffspunkte. Die Trägheitsflächen und die Centralfläche gehen 
in Curren zweiten Grades mit einem Mittelpunkt über, die entsprechend Trägheits- und Central- 
curven faeissen. Der Angriffspunkt der liesultante der Kräfte P ist der Pol, welcher in der Central- 
corre einer Linie zugehiirt, die parallel zur Neutralaxc ist und mit ihr symmetrisch gegen den 
Schwerpunkt der Constanten (.', den Mittelpunkt der Centralcurve, liegt. 

§ 128. Statisches Homent, Trag hei tsmuiiieiit uod Schwiingradins, dann Trägheils- nnd 
Central-Ellipsoid, Trägheits- und Central-Ellipse von Körpern nnd hezw. iiuerschnitten. — 
In der Regel greifen die im vorigen § behandelten Kräfte p an allen Molecülen oder Elementen eines 
Körpers, hezw. einer Fläche an, und sind dann nicht bloss den Entfernungen ihrer Angriffspunkte 
Ton einer Neutralebene bezw. Neutralaxe proportional . sondern auch dßn Volumen- oder Flächen- 
elementen t,, ¥,, Vj... faezw. fi, ft, f,..-, welche ihre Angiiff'spunkte umscbliessen oder als diese 
selbst genommen werden können. In diesem Falle hat man die Constanten 

C, C, C... 
einfach den Producten 

A V, , A Vt , A Vi , , , 
oder 

Af,, Af,. Äf,... 
gleichzusetzen, worin A eme absolute Constante bedeutet. Die Summe der Constanten C wird ( 

A2\ oder AV 
bezw. 

A i'f oder A F. 
wo V den Voluminhalt des ganzen Körpers, F den Inhalt des Querschnitts bezeichnet, 
die Kräfte wii-ken. Diese Kräfte p selbst werden 

A V, ei , At, e,, Av,e,.,. 
oder 

A f, ei , A f, e, , A f, e, . . . 

und ihre Summe, gleich ihrer Resultante, 

A.2"ve oder AJfe. 

Der Schwerpunkt S der Constaoten C fallt offenbar mit dem des Körpers V oder der Fttchs F 
nuannea. Ifie ttatiscben Momente der Kräfte p in Bezug auf die Neutralebeae bezw. -Axe sind t 

Av,el, ATjCJ, Ay,e|,.. 
oder 

Af,eJ, Af.eJ, Af,eJ... 
und ihre Summe 

kSve* oder Ä.i'fe*. 
Hieraus ist zani^bxt die Bedeatong der Constanten A leicht zu erkennen: sie ist gleich d*r 
Kraft, welche in der Entferuung Eins von der Neutralebene bezw. -Axe an der Volum- bezw. 
Fläcbeoeinheit tluitig i»t. Da mit A alle die obigen Grössen einfach proportional sind, so dfirfen 
wir die Constanteu C auch gleich den Volum- oder Flächeninhalten v,. v,, v,.,. beiw. f,, f,. &... 
setzen; ihre Summe iüt dann dein IiiLüIte den Körpers, V, oder der Fläche, F, gleich und ihr Schwer- 
punkt wird der Schwerpunkt dt« Kürpers V bexw. der Fläche F. Die Summe der Kräfte p wicd 
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gleich Sv6 bezw. -Sfe, die wir die statischen Momente des Körpers oder bezw. der Fläche 
bezüglich der Neutntlebene oder -Axe nennen. Die Summe der statischen Momente der Kräfte p 
endlich wird 

ive' bezw. ^fe' 
und heisst das Trägheitauiomuiit des Korpers bezw. der Fläche iu Bezug auf die Neutral- 
Ebene oder -Axe. 

Den Quotienteu 

;fe' 
F 

netzen wir wieder dem Quadrat einer Grösse k Bl<-'icb, die wir den Schwungradius des Körpers 
oder der Fläche bezüglich der Neutralebene oder -Axe nennen. Werden in Entfernungen gleich 
dieser Grösse k zu beiden Seiten der Neutralebene E oder -Axe N zwei denselben parallele Ebenen E' 
und E" bezw. Linien N' und N" gezeichnet, und zwar für alle Lagen, welche die Ebene E oder 
Axe N annehmen kann, indem sie stets durch einen festen Punkt hindurchgeht, so umhüllen jene 
Ebenen und bezw. Geraden eine Fläche oder Curve zweiten Grades mit dem Punkte als Mittel- 
punkt, welche wir die Trägheitsfläche oder -Curve des Körpers V oder des ebenen Quer- 
schnittes F nenrjeri wollen. Sie wird zur Centralfläche (-Curve) des Körpern V (Querschnittes F), 
wenn ihr Mittelpunkt mit dem Schwerpunkt S des Körpers (des Querschnittes) zusammenfällt. 

In diesen letzteren Beziehungen vereinfachen sich aber die Verhältnisse im vorliegenden Falle 
wesentlich. Die Constanten v, , v,, v,... oder fi, f,, f, ... sind als absolute Grössen zu betrachten, 
bei denen ein Gegensatz der Qualität, also der Vorzeichen nicht denkbar ist. Als parallele Kräfte 
an den Angriffspunkten wirkend sind sie desshalb alle im gleichen Sinne gerichtet. Die TrägheJts- 
Säche eines Körpers wird also immer ein Ellipsoid, eben so die Centralfläche; und in gleicher Weise 
sind die Trägheits- und Centralcurven ebener Querschnitte F immer Ellipsen. Wir werden daher 
in Zukunft nur von Trägheits- und Central-EUi psoiden bezw, -Ellipsen sprechen. 

Kennt man das Centralellipsoid eines Körpers, so ist der Angriffspunkt der Resultante der 
Kräfte p, die sich auf eine Neutralebene E bezieben, der Pol, welcher im Centralellipsoid der 
Symmetralebene E' von E zugehört. In gleicher Weise ist der Angriffspunkt der Resultante von 
Kräften p, die in den Elementen eines Querschnittes wirken, und diesen, sowie ihren Entfernungen 
von einer Neutralaxe N proportional sind, der Pol, welcher in der Centralellipse des Querschnitt« 
einer Gerailen N' zugehört, die zu N parallel ist und symmetrisch mit ihr zum Schwerpunkt des 
Querschnitts liegt, Wenn die Neutrala.xe N durch diesen Schwerpunkt selbst hindurchgeht, so wird 
die Summe der Kräfte p Null und der Angriffspunkt ihrer Resultante fällt in unendliche Entfernung, 
d. h. sie bilden ein Gegenpaar. Äehnliches gilt natürlich für die Neutralebene eines Körpers. 

Kräfte, deren Angriffspunkte die Elemente eiTier ebenen Fläche sind, kommen bei gebogenen 
piismatischen Körpern vor. Nimmt man an, dass ebene Querschnitte eines solchen Körpers auch 
Dach der Biegung eben bleiben und von gleicher Gestalt, dann sind die Spannungen der Fasern, 
welche von einem solchen Querschnitt getroffen werden, den Flächenelementen desselben und der 
Entfernung dieser Elemente von einer neutralen Axe proportional. Diese Spannungen sind parallele 
Kräfte p, welche an dem Querschnitt als Einwirkungen des einen Körpertheils auf den anderen, 
abgeschnittenen, angebracht werden müssen. Ihre Summe oder Resultante ist gleich dem Btatischen 
Moment des Querschnitts in Bezug auf die Neutralase, multiplicirt mit einer Constanten A. gleich 
der Spannung, welche in der Entfernung eins von der neutralen Axe pro Flächeneinheit wirkt. 
Jene Summe ist also Null, wenn die Neutralaxe durch den Schwerpunkt des Querschnitts geht. Dann 
bilden alle Spannungen ein Gegenpaar. Das statische Moment der Spannungen in Bezug auf die 
Neutralaxe ist gleich dem Trägheitsmoment des Querschnitts in Bezug auf dieselbe Axe, multiplicirt 
. iiiit der nämlichen Constanten A wie oben. Diese Trägheitsmomente können für alle Lt^en der 
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Neutralaxe, in welchen dieselbe durch einen festen Punkt geht, mittelst der Trägheitsellipse des 
Querschnitts für den Punkt auf bekannte Weise gefunden werden. Dreht sich die neutrale Aie 
um den Schwerpunkt des Querschnitts, sii wird die Trägbeitsellipse zur Centralellipse. 

Für irgend eine neutrale Axe wird der Angriffspunkt der Hesultante der Spannungen der Pol 
einer mit der neutralen symmetrischen Ajte in der Centralellipse. Dieser AugritTspunkt fallt also 
in unendliche Entfernung, wenn die nnutrale Axe durch den Schwerpunkt des Querschnitts geht. 

§ 129. Der Kern eines Körpers. — In Folge des einfachen geometrischen Zusammenhangs, 
welcher zwischen der Neutralebene und dem Angriffspunkt der Resultante von Kräften besteht, die 
auf sie bezogen sind, lassen sich nach bekannten geometnachen Sätzen noch folgende BeziehangeQ 
zwischen beiden aufstellen : 

1. Wenn die Neutralehene E ihre Stellung so verändert, dass sie immer durch einen fixen 
Punkt M hindurchgeht (sich um diesen Punkt dreht), so bleibt der Angriffspunkt der auf sie bezogenen 
Kififte ji eines Körpers auf einer Ebene, welche im Centralellipsoid des Kijrpers die Polarebene fOr 
einen Punkt M' ist, der mit M symmetrisch gegen den Schwei-pnnkt liegt, und um welchen sich 
gleichzeitig die Ebene E' dreht, welche in Bezug auf den Schwerpunkt des Körpers zur Neutralebeue 
symmetrisch liegt. 

2. Wenn sich die Nt^utralebene E um eine feste Axe G dreht, so bleibt der Angriffspunkt der 
Resultante der auf sie bezogenen Kräfte p eines Körpers auf einer geraden Linie. Dieselbe ist in 
der Ellipse, nach welcher ein zur Axe G paralleler Oylinder das Centi-alellipsoid des Körpei-s berUhrt, 
die Polare des Punktes, in welchem die Ellipsenebene eine Linie G' schneidet, welche zur Axe G 
paiallel ist und symmetrisch mit ihr gegen den Schwerpunkt liegt; mit einem Wort, sie ist die 
Polare der Linie G'. 

.1. Wenn die Neutralebeue den Körper, an welchem die auf sie bezogenen Kräfte p wrken, 
umbullt, so dass sie, stets Tangentialebene an dessen Oherrtacbe bleibend, nie in das Innere desselben 
eindi'ingt. dann bleibt der Angriffspunkt der Resultante jener Kräfte auf der Oberfläche eines Raumes, 
welcher der Kern ( Cen tralkern) des Körpers beisst. Für alle Lagen der Neutralebene, in denen 
sie ganz von dem Korper ausgeschlossen ist, liegt der Angriffspunkt der Resultante der Kräfte 
innerhalb des Kerns des Körpers, ausserhalb desselben dagegen, wenn die Neutralebenc in den 
Körper eindringt. 

Ein Beispiel möge dies erläutern. Eine El)eue habe die Eigenschaft, dass sie auf die Molekale 
eines Körpers, die auf ihrer einen Seite liegen, anziehende Kräfte ausübt, die parallel unter eich 
und den Massen der Moleküle, sowie den Entfernungen derselben von der Ebene proportional sind, 
wogegen von ihr aus auf Moleküle, die an ihrer anderen Seite liegen, uhstosseude Kräfte gleicher 
Art einwirken mögen. Dann liegt der Angriffspunkt der Mittelkraft aller der an den Molekülen 
eines Körpers tbätigen Kräfte jener Art innerhalb des Kerns dieses Körpers, so lange jene Ebene 
ganz ausserhalb des Körpers bleibt, und folglich alle an dem Köiper thätigen Kräfte einerlei Natur 
sind, anziehender entweder oder abstossender. umgekehrt gibt ein Heraustreten des Angriffspunktes 
aus dem Kern zu erkennen, dass die Ebene in den Körper eindringt und folglich ein Theil der 
Moleküle desselhun von ihr angezogen, ein anderer ahgcstosaen wird. 

§ 130. Der Kern eines QaerscIlDitts. — Die Uehertragung «biger Sätze auf den Fall, wo 
die Kräfte p an den Elementen einer ebenen Figur, eines Querschnitts, wirken, ist leicht, 

1. Wenn sich die Neutralaxe, auf welche die an den Elementen eines Querschnitts thätigen 
Kräfte p bezogen sind, um einen festen Punkt M dreht, so bleibt der Angriffsj)unkt der Resultante 
jener Kräfte auf einer Linie, welche in der Centralellipse des Querschnitts die Polare eines Punktes M 
ist. der mit M symmetrisch gegen den Schwerpunkt des Querschnitts liegt. 

2. Wenn die neutrale Axe, auf welche die an den Elementen einus Querschnitts wirkende» 
Kräfte p bezogeu sind, den Querschnitt so umhüllt, dass sie, stets Taugente au ihm bleibend, 
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= -^ 1 ■ 

Jyd, 

Nun ist nach der bekannUn Eigenschaft des Schwerpunktes 
'"TydT 



und daher 
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Ifyd. ) 



Im Falle, dass diu Moi 



Moineiitenebeiiü oder -Axe gleich durch den Schwerpunkt gelegt wird, ist 
fyxdx := und fulglicli 

fydx 

Für Körper oder Quersclinitte von so einfacher Gestalt, wie wir sie ohen vorausgesetzt haben, 
wird man am zweckmässigsten die Längen von Durclimessern auf die eben gezeigte Art durch Rech- 
nung eiTnitteln und auftragen. Für solche dagegen, welche die obigen Bedingungen der „ Einfachheit "' 
nicht mehr oder nicht mehr vollstiindig erftillen, ist das graphische Verfahren wieder vorzuziehen. 
Man zerlegt sie dann womöglich in Theilc von solcher Gestalt, dass man deren Central ellipsoide und 
bezw. Central ellipsen wie üben finden kann, und construirt dann aus diesen auf (Hein den g§ 125 und 126 
gezeigte Art das Centralellipsoid oder die Centrale! lipse des ganzen Körpers oder Querschnitts. Ist 
aber eine Zerlegung der obigen Art nicht mehr möglich, so zerschneidet man durch Parallel-Ebenen 
oder -Linien in so dünne Platten oder Streifen, dass man dieselben aimäherud als Körper oder 
Flächen von einfacher Gestalt, als Prismen oder Paralleltrapene. ansehen darf, und verfährt dami 
weiter, wie unten an einem Beispiele näher erörtert werden soll. Ist einmal das Centralellipsoid 
oder die Centndellipse gefunden, so ist der Kern des Körpers oder Querschnitts leicht 
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§ LS2. Das Parallelo^amni (Fig. 28 Taf. XI). — In der Centralellipse des ParallelograW 
ABCD sind die durch seinen Mittelpunkt gelegten, zu den Seiten parallelen Linien EF, GH 
coujugirte Durchmesser. Für die Axe EF und für Entfernungen, die in der Richtung GH j 
werden, ist 

+ tb 

I ax'dx sin tf 
*- Ji, 
das Trägheitsmoment des Parallelogramms, vorausgesetzt, da 
selben bezeichnen und (/> den Winkel, den sie mit einander 
Schwungradius ist also 



b' sin tp 



lalten. 1 

-aii^H 
■, GH ' 

lessen 

4 



t a und b die Seiten AB und AD des- 
lildeii. Das Quadrat des entsprechen den 
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und seine Länge k ist gleich der des IlftlbdurohmeBsers der Centralellipse, der in GH liegt. In 
gleicher Wpise wird die Länge des auf EF liegenden HalbdiirclinieBsers als 

k' = Kä.' 

gefunden. Beide kOnnen entweder berechnet und aufgetragen werden, wo dann 

k = 0,2887 b und k' = 0,2887 a 
Tvird; oder man kann sie construiren, indem man 

k = K^.Jb und k' = KK iä 
setzt und die mittlere geometrische Proportionale Kwiachen Jb und Jb. bezw. \& und Ja zeichnet. 
Letzteres ist in der Figur mit Hülfe der beiden Halbkreise über BF und BH geschehen. 

Durch die beiden conjugirten DurchmesBer kk^, k'k^ ist die Centralellipse TÖlIig bestimmt. 
Man kann sie direct aus diesen zeichnen oder zuerst die Hauptaxen auf bekannte Weise finden. 
Für die Coustruction des Kerns ist dies jedoch gar nicht nöthig. Denkt man sich die neutrale 
Axe zuerst mit AB zusammenfallend, so liegt der Angriffspunkt der Resultante aller Kräfte, die am 
Parallelogramm wirken und auf AB bezogen sind, in dem zu AB conjugirten Durchmesser der 
Centralellipse so, dass er der Pol der mit AB symuietrisch liegenden Linie CD in jener Ellipse ist; 
oder es ist 



"'' OH ' ab 
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Dies ist unmittelbar aufzutragen. In gleicher Weise findet sich für die Lage BC der neutralen Axe 
der Angriffspunkt iJ in dem zu BC conjugirten Durchmesser so, dass 

Öd^ Ja. 
Eben so sind et und ß, die Angriffspunkte für den Fall, dass die neutrale Axe mit CD oder DA 
zusammenlallt, so gelegen, dass 

Ö^ = Jb und 0^ = Ja 
ist. Während eich die neutrale Axe um B dreht, um von der Lage AB in die BC Überzugehen, 
durchläuft der Angriffspunkt der Resultante die gerade Linie y ä, und so überzeugt man sich leicht, 
dass das Parallelogramm aßyä der Kern des gegebenen Parallelogramms ist. 

Aus diesem Kern kann man sich nun wieder mehrere Punkte der Centralellipse nebst ihren 
Tangenten auf einfache Weise verschaffen. Die Diagonalen AC und BD sind ebenfalls conjugirte 
Durchmesser der Centralellipse und ßy die Polare des Punktes C in dei-selben, sie muss folglich 
durch die beiden Durchschnittspunkte c, c, der Linie A C mit der Ellipse harmonisch von letzterem 
Punkt getrennt werden, oder es muss 

Ö^' = ÖIx OC 
sein. Der Punkt c ist folglich leicht zu construiren. Es ist in der Figur mittelst des über OC 
beschriebenen Halbkreises geschehen. Die Tangente in ihm an die Centralellipse ist parallel zu ßy. — 
Aus dem Punkte c sind unmittelbar tlie mit ihm symmetrisch liegenden Ci, c,, c, nebst ihren ziiaä, 
uß, yö parallelen Tangenten zu erhalten. 

Weil A der Pol der Linie aÖ in der Centralellipse ist, so berühren zwei von ihm an diese 
gesogene Tangenten die Ellipse in den beiden Punkten d und d, , in denen sie von a ö geschnitten 
wird. Dabei liegen die Punkte d und d, so, dass sie die beiden Punkte e und f, in welchen die 
Polare von den Linien Acj und Cie geschnitten wird, harmonbch trennen. Von letzteren Linien 
ist Ac, die Verbindungslinie des Pols mit dem Endpunkte des zur Polaren parallelen Durchmessers 
und c,e eine durch denselben Endpunkt zur Verbindungslinie des Pols mit dem Mittelpunkt der 
Ellipse gezogene Parutlele. Es ist folglich 

e,d' = e,e X df 
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und katm auf bekannte Weise construiit werden. Die Verbintliingslinie Ad ist diuui Tangente im 
Punkte d; aus diesem können die Punkte di, di. di...d;, welche symmetrisch liegen, so wie ihre 
Tangenten unmittelbar erhalten werden. 

In der Regel werden die 16 Punkte mit ihren Tangenten, die wir oben 6nden lernten, aus- 
reichen , um die Central ellipse zu zeichnen , so dass von ihrer Constructioa ans den gefandeoeu 
conjugirten Durchmeseern, oder von der AufSadung der Hauptaxen, wie dies oben angedeutet worden 
ist, Umgang wird genommen werden können. 

Wenn das gegebene Parallelogramm ein Rechteck ist, so erhält man auf obige Weise soglöd 
die Hauptaxen der Ceutralellipse. Diese letztere wird für das Quadrat ein Kreis, dessen Rftdtu 
r == Ki'^a' ist, wenn a die Seite des Quadrats bezeichnet. Der Kern wird in diesem Falle auch ein 
Quadrat, dessen Ecken auf den zu den Seiten parallelen Halbirungslinien des gegebenen liegen, und 
dessen Seitenlänge « = Kj'ga* wird. 

§ 133. Das Dreieck (^Fig. 29 Taf. XIJ. — In der Central ellipse des Dreiecks ABC sind die 
Verbindungslinie einer Eike A mit der Mitte D der gegenüberliegenden Seite und die Linie EF, 
welche durch den Schwerpunkt parallel zu jener Seite BC gezogen ist, conjugirtc Durchmesser. 
Für die Axe BC und für Entfernungen, die parallel zur Halbirungaliuie AD gemessen sind, ist 



J- 



■ all'. 



—^ — s'sin q dx : 



das Trägheitsmoment des Dreiecks, wo a die Seite BC, h die Halhiruiigslinie AD und (/■ den Wink^^ 
bezeichnet, den beide mit einander bilden. Das Quadrat des Schwungradiiis k jenes Träglu 
momeotes ist folglich 

, , ^'jah'sin if 

^ab sin^ 
und für eine Axe EF, die parallel zu BC in der Entfernung i = Jh durtli den Schwerpunkt ( 
ist, wird das Quadrat des Schwungradius 

a" = k'~i'=ih'-ih'= ,',V. 
Dieses a ist nichts anderes als der in der Halbirungslinie A D liegende Halbdurchmesser und i 
entweder berechnet und dann aufgeti'agen werden, indem man 

a = 0.2357 b 
macht, oder man kann a aus der Formel 

a = KiMh 
constiuiren. Letzteres ist in der Figur mittelst des über OD beschriebenen Halbkreises geschel 
Man fand so die Punkte 1 und 2 der Ceatralellipse mit ihren ku BC parallelen Tangenten. 

Um den zu 1 2 conjugirten Durchmesser seiner Grösse nach zu finden, ergibt sich aus Obi 
unmittelbar, dass das Trägheitsmument des Dreiecks ADC oder ADB für die Axe AD uodl 
Entfernungeu, die parallel zu BC gemessen werden, 

= |'jh(Ja)»sin<^' 
ist. Das des ganzen Dreiecks ABC ist folglich unter denselben Voraussetzungeu 

= Jh(Ja)'sin.|'. 
und das Quadrat des Schwungradiiis, welcher hier sofort der gesuchte Hai bdurch müsse r ist, 
^^, ^ ÄMia)=sin_./;. __ 
I a b sin ^ 



^Hä«)'- 
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I b nach der Formel 



\ Halbkreises geschah, dessen Durchmesser die Hälfte 



, DC ist, 



was in der Figur mittelst c 

erhält man die Ellipseiipunkte ^ und 4 mit ihren ku AD parallelen Tangenten. 

Acht weitere solche Punkte 5 bis 12 mit ihren Tangenten findet man, wenn man in ähnlicher 
Weise, wie vorhin von der Seit« BC, von den Seiten AC und AB als Grundlinien des Dreiecks ABC 
ausgeht. 

Um den Kern zu erhalten, denke man sich die neutrale Äxe zunächst wieder in BC liegend. 
Dann liegt der Angriffspunkt n der Resultante aller Kräfte, die am Dreieck wirken und auf BC 
bezc^en sind, in dem zu B C uonjugirten Durchmesser A D der Centralellipse und zwar so, dass er 
in der letztern der Pol einer mit BC symmetrisch gefjen den Schwerpunkt liegenden Parallelen 
ist; oder seine Entfernung vom Schwerpunkt ist 

Dies ist unmittelbar aufzutragen. In gleicher Weise finden sich die Punkte ß und y bezüglich der 
Seiten AC und AB; und das Dreiock e/?/, das dem Dreieck ABC ähnlich ist, und dessen Dimen- 
sionen alle viermal so klein, als diejenigen des letztgenannten Dreiecks sind, ist der Kern desselben. 

Die Seite ßy dieses Kerns ist die Polare eines mit A zum Schwerpunkt symmt-triscb gelegeneu 
Punktes A'. Die Punkte rf und A' müssen folglich durch die Ellipsenpunkto 1 und 2 harmonisch 
getrennt werden, oder es muss 

Oä X ÖA' = ÖT" 
sein. Dies ist in der That erfüllt, da Od = ("jh, Öl' = Jh und Öl' = ,V h' ist. 

Zwei vom Punkte A' an die Centralellipse gezogene Tangenten müssen dieselbe in Punkten 
berühren, in denen sie von der Polaren ßy geschnitten wird. Hiernach kann man diese Punkte 
ganz in derselben Weise construiren, wie es im vorigen § in einem ähnlichen Fall gezeigt wurde. 
Mittelst des Halbkreises über de erhält man die Ellipsenpunkte Vi und 14 mit ihren durch A' 
gehenden Tangenten, und in gan« gleicher Weise die vier anderen Punkte lö bis 18 mit ihren 
Tangenten durch die Punkte B', C. die mit denen B und C symmetrisch gegen den Schwerpunkt liegen. 

Die oben erhaltenen 18 Punkte werden in der Kegel hinreichen, die Centralellipse zu ziehen. 

Für ein gleichschenkeliges Dreieck erhält mau durch obiges Verfahren sofort die Hauptaxen 
der Centralellipse. Diese wird für ein gleichseitiges Dreieck ein Kreis, dessen Radius r =^ Kj'ja' 
ist, wenn a die Seite des Dreiecks bezeichnet. 

§ 134. Das Paralleltrapez (Fig. 30 Taf. XII). — In der Centralellipse des Paralleltrapezes 
ABCD sind die Linie EF, welche die Mitten der parallelen Seiten verbindet, und die durch den 
Schwerpunkt gezogene Parallele GU zu diesen Seiten conjugirte Durchmesser. Ihre Längen finden 
sich in folgender Weise. Für die Momentenaxe AB uud die Richtung EF, welche den Winkel tp mit 
ihr bildet, ist das Trägheitsmoment des Trapezes 



>- 



I \' sin ff dx - 



1 , 



sCa-i-3b)Vsin'/', 



wobei a und b die Längen der Parallelseiten AB und CD und h die der Halbirungslinie EF be- 
zeichnen. Der Schwungradius jenes Trägheitsmomentes ist, ins Quadrat erhoben. 



^ (a + b) h sin qp * a + b 
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HiernacL folgt der Schwnngradius a für die Axe GH, welche, durch den Schwerpunkt gehend, die 
in der Hichtung EF gemessene Entfernung i = J h — ^^i" 'on jener hat, aus der Relation: _ 

, a + 3b., ,/a-l-2b\^ ■ 

— {—-l} ^^ \ I ' 
~V8~'" 9(a-f b)V 

Dieser Schwungradiusa ist die Hiilfte des in EF liegenden Duichmosaers der Centralellipse. Um 

ihn nach obiger Formel zu coustrairen, schreibe man: 

'■"■'■ =ä"'+,.;''b7''' 

Beschreibt man über EF. als über einem Durchmesser, einen Halbkreis und enichtet auf EF in 
seinem Mittelpunkte U, und in dem Punkte K, wo sich die Diagonalen schneiden, Senkrechte 0, 

und K L bis zur Peripherie des Halbkreises, so ist 

_ab 

= (a+bV 

b a 

letzteres, weil E K — - — ;-= h und K F = — ;— r h. Trägt man also K L als J M auf J E auf, so ist 

a -(- b a-j-b ^ 

''« = |/i"' + (7Ti.r "' = •'"'•_ 

uud daher der gesuchte Halbdurchmesser der Central ellipse Oa =^ Oo, der dritti' Theil von F 

Man tiberzeugt sich leicht, dass dieselbe Consti-uction mit den entsprechenden Modifitationen 

auch für das Parallelogramm uud Dreieck angewendet werden kann. 

Um den anderen Halbdurchmesser zu finden, berechnen wir das Trägheitsmoment des Trapezes 

fUr die Axe EF und die Richtung GH. Es wird 



F in 

ist 
len ' 



/'i'y'<iy+ fb^^-räy)' 



= j^ I a' 4- s-'l' -|- ^^'' ~)~ bM sin f. 

Uas Quadrat des Schwuiigradius desselben, welcher sogleich der gesuchte Halbdurchmesser 

selbi^t ist, wird deniLuicli ^^H 

^ j s (a' + a' b + a b' + b') sin y ^H 

Ha + b) h sin f ^1 

Hiernach ist fi leicht zu construireu: In dem rechtwinkeligen Dreieck FAN, dessen K&tbeten \& 
und ^b sind, ist die Hypotenuse KCJal' ■+■ (.Jb)'. Beschreibt man über ihrer Hülfte FU einen Halb- 
kreis und macht FW = JFN, so ist die zu letzterem Abschnitt gehörige Sehne FV der gesuchte 
Halbdurchmesser b, welcher als 0& und Ob, aufgetragen worden ist. 

Durch die beiden conjugirten Durchmesser oo, und l)6i ist die Centratellipse bestimmt und 
kann auf gewöhnliche Weise gezeichnet werden. Der Kern ist aber zu construireu , ohne dass man 
die Centralellipse wirklich zieht, und /war auf folgende Weise: 

Wenn die neutrale Axe in AB liegt, so liegt der Angriffspunkt « der Resultante aller Kräfle, 
welche an dem Trapez wirken und auf sie bezogen sind, in dem zu AB conjugirten Durchmesser FE 
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l<flO, dass er der Pol einer mit AB parallelen und bezüglich des Seliwerjiunkts symmetrischen Linie 
ist, oder dass 

0«= -■ 
OF 
Es kann also Ou leicht construirt werden und ist dies in der Figur mittelst des über OF be- 
I sehriebenen Halbkreises geschehen. In ganz derselben Weise erhalt man den Angriffspunkt / der 
Resultante, wenn die neutrale Axe in CD liegt, mittelst eines über OE gezogenen Halbkreises, 

Wenn die neutrale Axe, durch die Edqiunkte B oder C des Trapezes gehend, parallel zu E F 
ist, dann liegen die ihr entsprechenden Angriffspunkte der Resultante, £ und c, in dem ihr con- 
jngirten Durchmesser GH so, dass 

OH' 
Beide Strecken sind leicbt zu construiren und ist dies in der Figur mit Hülfe der Über OH' und 
OH" beschriebenen Halbkreise geschehen, Zwei mit e und c symmetrisch liegende Punkte e' und c' 
erhält man für den FaU, dass die neutrale Axe parallel zu F.F durch den Eckpunkt A bezw. D 
des Trapezes gelegt wird. 

, Während die neutrale Axe , von der Lage A B in die B C übergehend , sich um den Punkt B 
dreht, bewegt sieb der Angriffspunkt auf der Linie ae, und während des Ueberganges der neutralen 
Axe von BC nach CD, beschreibt der AngrilTtspunkt die Gerade s/. Diese Linien sind folglich 
Seiten des Kerns und ihr Schnittpunkt eine dritte Ecke ß desselben. Durch ganz ähnliche Be- 
trachtungen erhält man die Seiten ai und g'y und die vierte Ecke d des Kerns, der liiemit voll- 
ständig bestimmt ist. 

Die Seiten aß, ßy, yä, 6a des Kerns sind in der Central elHpse die Polaren der Punkte B', C, 
D' und A'. welche mit den Eckpunkten B, C, D, A des Trapezes symmetrisch gegen den Schwer- 
punkt liegen. Die Durchschnittspunkte jener Seiten mit der Centralellijjse sind folglich die Be- 
rührungspunkte der Tangenten, welche von B', C, D', A' aus an diese gezogen werden. Aber 
diese Berührungspunkte können hier nicht, wie in den beiden vorigen Paragraphen, direct construirt 
werden, weil die zu den Seiten aß, ßy, yd, da parallelen Durchmesser der Central eil ipse nicht 
bekannt sind. 

In der Figur wurde desshalb die Centralellipse lediglich aus ihren beiden conjugirten Durch- 
n QQ,. bb,. construirt, und die Tangenten an sie aus den Punkten B', C, D', A' bis zu den 
Durch Schnitts punkte 11 der Seiten aß, yß, yd, da mit ihr bloss der Controle halber gezogen. 

§ 136. Die Ellipse und der Kreis (Fig, 31 Taf. XII). — Aus den allgemeinen Betrachtungeu 

123 folgt unmittelbar, dass iigend ein Paar conjugirter Durchmesser einer Ellipse ABA.B, 
SQch in der Centralellipse derselben conjugirt sind. Die halben Längen a, 6 derjenigen Durch- 
«aeseer der Centralellipse, welche mit den conjugirten Durchmessern A A, ^2aundBBi = 2b der 
gegebenen Ellipse zusammenfallen, finden sich aus diesen letzteren sehr einfach auf folgende Weise: 
Das Trägheitsmoment der Ellipse ABA,B, für die Momentenaxe BB, und für die Richtung AA,, die 
mit BB, den Winkel^ bildet, ist 



ind folglich das Quadrat <les Scbwungsradius 
r OA li^ 




S' 



2 Ka-; 



■- Ja'b.i 



nff 



len oder der Halbaxe a der Centralellipse, die 
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In gleicher Weise findet sich der aadere Halbdurclim 
b = i I.. 
Die Cpatralelli|>se ist also der gegebenen ähnlich und mit ihr ähnlich gelegen, und ihre Dimenskmen 
sind slle halb su gross, als die der letzteren EUipse. 

Eine ältnli<;Jie einfache Beziehung hat der Kern iler gegebenen Ellipse zu dieser. Ist N N eine 
Destrale Axe, wel<:he die Ellipse in C berührt, so ist ilir die Verbindungslinie des Berühniogspunktea 
dH dem Mittelpunkte in der gegebenen Ellipse sowohl als io ihrer Centralellipse conjngirt. Der 
Aagribpankt der Resultante aller Kraft« also, welche an der Etlipsentläche virken und auf die 
aeBtimle Axe XN bezogen sind, Hegt in jener Verbindungslinie, und zwar so, dass seine Entfenmng 
*«B IfiUelpankte 0, nämlich 

OD 
Bt. Da aber OÜ) halb so gross als OD ist, so wird 

Ö^ ^ l"ÖD =. \Wh. 
Der Kern ist folglich wieder eine der gegebenen ähnliche und mit ihr ähnlich liegemle Ellipse, deren 
Dimensionen alle viertel so gross als die jener sind. 

Die Centralellipse eines Kreises ist demnach ein mit ihm concentrischer Kreta, dessen Radius 
halb so gross ist, und der Kern ist wieder ein concentrischer Kreis, dessen Radius nur den viei-ten 
Tbeil des gegebenen betrügt. 

Die Centralellipse eines Ringes, der von zwei concentrischen, ähnlichen und ähnlich liegenden 
Ellipsen begrenzt wird, ist offenbai- mit letzteren beiden concentrisch, denselben ähnlich und mit 
ihnen ähnlich gelegen. Bezeichnen a, h ein Paar conjugirtrr Halbdurchmesser der äusseren Ellipse, 
am und bm die mit ihnen zusammenfallenden der inneren, wo ni eine absolute Zahl und zwar ein 
achter Bruch ist, dann wird das Trägheitsmoment des Ringes für den Durchmesser b als Momentenaxe 
und für die Richtung des Durchmessers a, welcher mit jenem den Winkel if bildet, gleich 

ja'b/rsiny (1— m') 
und folglich das IJuadrat des Schwungradius oder des Halhdnrchmessers o der Centralellipse, der 
mit a zusammenfallt, 

,_ JaMiif sin*/^^ (1 — m') _ 
ab -Tsiiw/i (1 — m') 



= ia'(l-f m'( 



oder 



Eben so ßndet eicli 



Ffir irgend eine Lage der neutralen Axe 
jenige Radiusvector ^ der Kern-Ellipae. 
mit dem Mittelpunkt der Ellipse liegt. 



n = |aKl-f mV 

I, = ihKl + m'. 
in der sie die gegebene äussere Ellipse berührt, ist der- 
■elcher auf der Verbindungslinie des BerflhruugspunkteB 

r' 



irenn r und r die auf derselben Geraden liegenden Radien-V'ertnren der Centralellipse und bezw. 
der gegebenen äusseren Ellipse bezeichnen. 
Nun ist aber 

r= JrKH- m' 



I die Kcrnellipfli- le 



t. = jr(l-l-m'). 
i'lil cnnstruirt werden kann. 
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Für Sectoren und Segmente von Ellipsen oder Kreisen wird die Rechnung complicirter. Man 
behandelt sie desshalb besser graphisch^ indem man sie in dünne Lamellen zerschneidet und dann 
so verfahrt, wie im § 138 gezeigt werden wird. 

§ 136. Das Parabelsegment (Fig. 32 Taf. XII). — Wir setzen voraus, dass das Parabel- 
segment ABC von einer beliebigen Sehne BC = 2h begrenzt werde, deren conjugirter Durch- 
messer AD = 1 sei. Dann ist leicht zu sehen, dass diese beiden Richtungen auch in der Central- 
ellipse conjugirt sind, deren Mittelpunkt bekanntlich AD im Verhältniss von 2:3 so theilt, dass 
das kleinere Stück zunächst an BC liegt. AD und EF, das parallel zu BC durch den Schwer- 
punkt gezogen ist, sind folglich conjugirte Durchmesser der Centralellipse. Um die Länge 
desjenigen zu finden, der in AD liegt, berechnen wir zunächst das Trägheitsmoment des Segments 
in Bezug auf eine zu EF parallele Momentenaxe YY, welche die Parabel in A berührt, und für 

die Richtung AD^ die mit EF den Winkel (p bildet. Es findet sich als 

1 



I 2K2px siniyx'dx == i sinr^l'h. 



wo p den Parameter der Parabel bezeichnet. 

Da nun die Fläche des Segmentes 

I sin (p\h 

ist, so folgt der Schwungradius des obigen Trägheitsmomentes, ins Quadrat crhol)en, als 

k*=fP. 

Das Quadrat des Schwungradius also für die zu YY parallele Axe EF, welche durch den Schwer- 
punkt geht, und deren Entfernung von YY |1 beträgt, ist 

a' = fl'- AI' = ,%!'. 
wo nun a zugleich derauf AD liegende Halbdurchmesser der Centralellipse ist. Man wird denselben 

am einfachsten berechnen, nc^cf-ioai 

a = 0,261 861, 

und auftragen. 

Um den anderen Halbdurchmesser b zu erhalten, berechnet man das Trägheitsmoment des 
Segmentes für die Axe AD und die Richtung EF. Es findet sich als 

(1— x)y'sinydy= | (1— ^)y'sin()pdy =£ y^lh'siny. 

Der Schwungradius desselben und daher der gesuchte Halbdurchmesser b wird folglich, ins Quadrat 

erhoben, 

_ T ^lh'siny _ ^ . 

flbsin^) ° 
Man wird auch hier am einfachsten b aus 

b = 0,44721 h 
berechnen und auftragen. 

So hat man zwei conjugirte Durchmesser der Centralellipse a b Qi bi gefunden und kann diese 
somit construiren. 

Um den Kern zu erhalten, lassen wir die neutrale Axe zuerst mit der Sehne BC zusammen- 
fallen. Dann liegt der AngriflFspuBJp^fli***"**" Resultante aller auf das Segment einwirkenden Kräfte, 
die auf jene Axe bezogen sind, in de» girten Durchmesser DA der Centralellipse, und zwar so, dass 
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Während sich die neutrale Axe um B dreht, um von BC aus in die Lage der Tangente BG 
Qiwrzagehen. oder um C. um von derselben Anfangsetellung in die der Tangente CG zu kommen, 
beschreibt der Angriffspunkt gerade Linien, die von a ansgehen. Wir können dieselben leicht 
erhalten, wenn wir bemerken, dass bei jener Drehung um B oder C die neutrale Axe auch in die- 
jenigen Stellungen kommt, wo sie parallel üu AD ist, wi> also der entsprechende AngritTspunkt 
jt oder / auf dem conjugirten Durchmesser EF der Centraleltipse und zwar sn lie>;t, dass 

h - h -*" 



Ofi^ 



inktl 



Während dann die neutrale Axe von CG nach GB übergeht, indem sie die Parabel fortwährend 
lieröhrt, beschreibt der Angriffspunkt eine Ellipse, die von den Linien aß und «y berührt wird und 
leicht näher bestimmt werden kann. Hei jener üewegnug der neutralen Axe erhält dieselbe auch 
einmal die Liige. wo sie, parallel zur Sehne BC, die Parabel im Scheitel A berührt; für diese Lage 
befindet sich der Angriffspunkt d auf dem coajugirten Durchmesser AD der Ceiitralellipse und wird 



Od- 



(lA 



= A1- 



Dieser Punkt d ist ein Punkt der Ellipse. Aber die Tangente CG kann auch dadurch in die 
Lage GB übergehen, dass sie sich um den Punkt G dreht. Dann bleibt der Angriffspunkt anf einer 
geraden Linie, auf derjenigen nämlich, welche in der Central ellipse die Polare eines anderen Punktes 
ist, der mit G sjmmetrisch zum Schwerpunkt liegt. Jene gerade Linie ist folglich parallel zu 6&i und 
durchschneidet aa, in einem solchen Punktee, für welchen 



Oe = 



OG 



gl 



-H, 



ist. Da aber unter all' den Lagen der neutralen Axe, bei denen sie durch den Punkt G hindi 
geht, auch dieGC und GB vorkommen, in denen sie Tangente an die Parabel ist, so müssen die 
Angriffspunkte, welche letzteren entsprechen, sowohl auf der Ellipse, als auf jener Polaren, als auch 
auf den Linien (t{i und «/ liegen, d. h. die Durchschnittspunkte f und i; der Polaren mit den Linien aß 
und tty sind die Berührungspunkte der letzteren an der Kernellipse. Folglich ist c»; die Polan 
des Punktes« in letzterer Ellipse und daher die Richtungen ad und ~ij in dieser conjugirt, und 
zwar gehtwd durch ihren Mittelpunkt. Dieser und damit die Länge des aufttd liegenden Durch- 
messers ist leicht zu erhalten. Da nämlich zwei unendlich ferne, zu A D parallele Gerade die Parabel 
auch berühren, so muss der Mittelpunkt der Centralellipse in der Kernellipse Hegen. Od 
der Durchmesser derselben und o, in seiner Mitte, der Mittelpunkt, In der That ist 



K 



"O zz=(^l)'=«0.fO = .,»jlX .5 1-1,^11*. 

Hiernach ist es leicht, die Ellipse vollends zu constmiren. 

§ 137. Das Parabeldreieck {Fig. 32 Taf. XII). — So nennt mau bekanntlich die Fläche 
zwischen den Tangenten CG und BG an die Parabel und dem Parabelhogen BAC. Es ist leicht 
zu sehen, dass die in der Parabel conjugii'ten liichtungen AD und BC auch in der Centralellipse 
des Parabeldreiecks conjugirt sind, dessen Schwerpunkt 0' um JAG oder, nach der Bezeicbnongs- 
weise des vorigen §, die wir hier beibehalten, um ^1 von A entfernt ist. 

Um die Längen der auf G A und E' F' liegenden conjugirten Durchmesser der Centralellipse 
zu erhalten, betrachten wir das Parabeldreieck als Differenz des geradlinigen Dreiecks GBC und 
des Segmentes ABC und erinnern uns, dass die Flache des letzteren doppelt, also die des Dreiecks GBC 
dreimal so gross als diejenige des Paraheldreieckes ist, die wir mit F bezeichnen wollen. Dana iat 
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für die Momentenaxe E" F", welche durch den Schwerpunkt S des Dreiecks parallel zu B C gelegt ist, 
und für die Richtung AD das Quadrat des Schwungradius a" des Dreiecks nach § 133: 

a-=,t^(21)« = tl«. 

Für die zu E"F" parallele Axe E'F', welche die Entfernung O'S = ^1 + (1 — f 1) = ^»^1 von jener 
hat, wird der Schwungradius folglich 

und daher ist das Trägheitsmoment des Dreiecks um jene Axe E' F' 

0" = i^il». 3F= VV1»F. 

In gleicher Weise ist das Quadrat des Schwungradius des Segmentes ABC für die Axe EF und die 
Richtung A D nach vorigem § : 

a* = iVkI' . 

und folglich für die Axe E' F', welche parallel mit jener ist und die Entfernung O'O = 1 1 --[- 3 j _ 4 j 
von ihr hat, 

Das Trägheitsmoment des Segmentes ist daher für dieselbe Axe und Richtung 

Folglich ist das Trägheitsmoment des Parabeldreiecks 6BC fttr die nämliche Axe E'F' 

©' = ©"_© = (Vs* _ m)VF = -j^^^VV. 
Der Schwungradius dieses Trägheitsmomentes, ins Quadrat erhoben, ist also 

a'«=^l«= (0,320711)% 
und hier bedeutet a nun sogleich den auf A6 liegenden Halbdurchmesser der Centralellipse. 

Um den andern zu finden, hat man für die Axe GD und die Richtung BC: 
den Schwungradius des Dreiecks GBG 

b"' = ih' (§ 133), 
den des Segmentes ABC 

b' = ih», 

folglich das Trägheitsmoment des Dreieckes GBC 

©;- = ^h\ 3F = ih«F 
und das des Segmentes 

0, = ih«. 2F=:fh«F, 

und somit das des Parabeldreiecks für dieselbe Axe 

©'. = ©'; - 0> = (i - S)h*F = ,Vb'F. 

Hieraus folgt das Quadrat des Schwungradius b' oder des auf E'F' liegenden Halbdurchmessers 

6'* = ^Vh' = (0,31623h)«. 

Aus den so gefundenen conjugirten Durchmessern kann die Centralellipse ah'a\b\ construirt werden. 

Bei der Bestimmung des Kerns kommt der Parabelbogen nicht in Betracht, weil alle Tangenten 
au ihn innerhalb des Parabeldreiecks liegen. Der Kern wird folglich ein Dreieck, dessen Eckpunkte 
den drei Lagen BC, CG, GB der neutralen Axe entsprechen. Der Eckpunkt a, welcher der Lage 
BC zugehört, liegt auf dem derselben conjugirten Durchmesser a'a\ der Centralellipse so, dass 

Auf den von diesem Endpunkte ausgehenden Seiten des Kerns bewegt sich der Aiigriifspunkt, 
während die neutrale Axe von BC aus nach CG oder BG übergeht, indem sie sich um C oder B 
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In ilieseui Falle liegen 
er C'eiitralellipse so, 



liegen 1 
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wo sie zu DG paralli 
n conjugirten Durchme 

- V =T ^"'' 

m. JtmrA be siiid dio Seiten r/'f?' und n'y' ihrer Richtung nach bestimmt, 

AmC 4er dritten Seite des Dreiecks bewegt sich der Angriffspunkt, während sich die iieutrfüp 

Axc «■ G dretl, am von CG nach GB überzugehen. Jene Seite ist folglich in der Centralellipse 
eines I'unktcs, der mit (• symmetrisch gegen den Schwerpunkt 0" Hegt; sie ist also 
■ Oarchmesser b'b\ und durchschneidet den andern in einem Punkte d'. der so liegt, dass 

Ö'G il 
irt. Hiednrch ist nun der Kern vdllständig bestimmt. 

§ tSS. Daß Scfaieneilprofll (Fig. 22 Taf. VII) ist. wenigstens zum Theil. ein .einfachef 
Qliiiliiiill im Sinne der Definition im ^ I-^l. Zwei conjugirte Durchmesser der Centralellipse 
4emMtn mä nach S 1^^ die Symmetrieaxo und die zu ihr senkrechte Linie durch den Schwer- 
f«ab, den wir wie im § 92 gefunden liier voraussetzen. In den genannten Durchmessern liegen 
die Huptaxen der Centralellipse, weil sie auf einander senkrecht stehen. Um ihre Längen zu 
fiaden. l»t man die Triigheitsmomente oder eigentlich die Schwungradien des Profils einmal för die 
me. isau {&r die andere Hauptaxe als Momentenaxe zu suchen. 

Behufs der Construction der in der Symmetrieaxe YY liegenden Hauptaüe denken wir uns 
dw Profil senkrecht auf jene eratere in Lamellen iterschnitten, welche als Trapeze oder Rechtwke 
betrachtet werden können. Wir benutzen natürlich dieselben, welche schon zur Aufsuchung des 
Schwerpunktes S dienton. In ihren Schwerpunkten (1), (2).. (111) müssen wir uns Kräfte, gleich 
ihren Flächeninhalten, parallel xur Axe XX wirken denken und deren statische Momente in Bezug 
auf diese Axe finden. Jene Kräfte haben wir behufs Aufsuchung des Schwerpunktes S schon construirt 
und zu dem Kräftepolygon 1 2... 19 mit dem Pol C zusammengetragen. Das zugehörige, eben- 
falls zu jenem Zwecke bereite construirte Seilpolygon Olli.. XX gibt in den Abschnitten 0' 1', 1'2', 
2' ü'... 18' 19' seiner auf einander folgenden Seiten mit der Axe XX die gesuchten statischen 
Momente, reducirt auf die Basis H, welche gleich der senkrechten Entfernung des Poles C von der 
zugehörigen Kräftelinie ist. Ihre Summe ist Null, weil sie auf eine durch den Schwerpunkt gebende 
Axe bezogen sind. 

Diese statischen Momente hat man sich als Kräfte wieder parallel zur XX- Axe in den Schwer- 
punkten der Momente der einzelnen Lamellen wirken zu denken. Letztere Schwerpunkte findet 
man bekanntlich mit Hülfe der Centralen ipso n der Lamellen. In allen diesen Centralellipsen sind 
die Riebtungen XX und YY conjugirt. und zwar liegen die Durchmesser von letzterer Richtung in 
der Axe YY selbst. In derselben liegen folglich auch die gesuchten Momenten-Schwerpunkte', und 
bezeichnet wie früher i die Entfernung dos Schwerpunktes einer Lamelle von der Axe XX. a den 
in YY liegenden halben Durchmesser ihrer Centralelhpse und ni die Entfernung ihres Momenten- 
Kchwerpunktes vom Mittelpunkt der letzteren, so ist _ 



Man überzeugt «ch aber leicht, dass m nur für die Lamellen (10), (11) und (12\ welche von S(^ 
dentender OrSiMe «nd niid nahe an der .\xe XX liegen, einen merklichen Werth erhält. Für diese 
Iiami>lien haltrn wir die nach obiger Formel construirten Momentenschwerpunkte mit (10)' (11)', (1-)' 
li«zWchnet, (tu alle anderen fallen sie mit den Kräfteschwerp unkten zusammen. 

Da die Momente 0' 1', 1'2', 2'3' ... bereits zu einem Ki'äftepolygon vereinigt sind, so braucht 
fluui aar uucli einen Pol C anzuuehmen und hiezu zwischen den durch (1), (2).. . (9), (10), lli), 
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( 12)', (13)... (19) gezogenen l'arallelen zu XX das Seilpolygon OT II'... XX' zu zeichuen. Die äussersteii 
Reiten des letzteren, welche parallel zu einander werden, schneiden auf der Ase XX das reducirte 
Trägheitsrnnment 0" 19" ah. Dasselbe bezieht sich auf die schon erwähnt* Basis H und auf die 
H', gleich dei' senkrechten Entfernung des Poles C von seiner Kräftelinie. Nennen wir die Basis, 
auf welche die l-'lächen liezof;en wurden, und die wir im § 92 gleich 4"" nabmen, im Allge- 
meinen a, so ist a.H.H'.0"19" das Trägheitamomeiit des Schienenprofils für die Axe XX und 
für senkrecht zu dieser gemessene Entfernungen. Dasselbe, durch die KrSfteaiimme, hier durch den 
Flächeninhalt a. Ol 9 des Profils dividirt, gibt das Quadrat des Schwungradius oder der gesuchten Halbaxe 
,_ a.H.H'.U'J9" H.H'.Ö"T9'" 
^ a.ÖuT ~ (TW 

Die Division wird auf graphischem Wege ausgeführt, indem man eine der Basen, H odt-r H', gleich 
19 wählt. Das ist in Fig. 22 nicht geschehen; es kann aber sehr leicht der Pol C im Kr.äfte- 
polygon CO' 1'2'.,. l'J' durch einen anderen, C,, ersetzt werden, dessen Entfernung O'C, von der 
Kräftelinie gleich 19 ist. Das ihm entsprechende Seilpolygon braucht man nicht ganz zu zeichnen, 
da es sich bloss um den Abschnitt seiner äussersten Seiten auf der Linie XX handelt. Es genügt. 
diese äussersten Seiten zu constmiren , was mittelst einer einzigen mittleren, etwa der X^XI', ge- 
schehen kann, und zwar in folgender Weise: Bei der Lage, welche wir den Polen C und Cj ge- 
geben haben . achneiden sich die gleichvielten Seiten der ihnen zugehörigen Seilpolygone in einer 
Verticallinie, als welche wir sofort die Seite XIX' XX' nehmen können, wenn wir die beiden letzten 
Seiten der Heilpolygone zusammenfallen liissen. Die Seite X^ XIj ist dann parallel zum Strahl 
10' C, und geht durch den Durchschnittspurjkt ,■? der Seiten X' XI' und XIX' X\' des alten Polygons. 
Sie ist hierdurch bestimmt. Durch den Durchschnittspunkt a der Seiten 0' I' und X' XI' geht, und 
zwar in horizontaler Richtung, die Resultante der Momente 1, l'S' . .. 9' 10'. Dieselbe darf durch 
Aendening des Poles im Kräftepolygon keine Aenderung erleiden und deshalb müssen sich die 
schon gefundene Seite N | XI, und die erste Seite 0,1, des neuen Polygons auf der durch «' gelegten 
Horizontalen, in «',, schneiden. Die letztere Seite ist hierdurch bestimmt, da ihre Richtung bekannt 
ißt, und damit ist der dem neuen Pol C\ entsprechende Abschnitt 0| 19" der äussersten Seilpolygon- 
^anten auf der Axe XX gefunden. 

^ Die gleiche Construction hat man natürlich zu machen, wenn das Trägheitsmoment des Quer- 

schnitts durch eine andere Linie zu diviiliren ist, durch die Entfernung der äussersten gezogenen 
oder gedrückten Fasern z. B., wenn aus dem Trägheitsmoment das in der Biegungstheorie so genannte 
Biegungsmoment gefunden werden will, 

Der gesuchte Schwungradius oder die in Y Y liegende Halbaxe ist nun k H X 0,' 19" und kann 
mf bekannte Weise construirt werden. Sie wurde als So = So' in die Figur eingetragen. 

Um die andere, auf XX liegende Halbaxe der Centralellipse zu finden, hat man das Trägheits- 
moment des Querschnitts in Bezug auf die Axe Y^Y und für senkrecht gemessene Entfernungen zu 
suchen. Zu diesem Behnfe kann man das Profil in Lamellen parallel zu dieser Axe zerlegen und 
ganz so wie vorhin verfahren. Aber diese Zerlegung hat bei Querschnitten von der Art wie der in 
Rede stehende einige Schwierigkeiten, wenn es auf möglichste ßenauigkeit abgesehen ist. Man wird 
desshalb lieher die schon gemachte Zerlegung in Lamellen parallel zur Äxe XX beibehalten, und 
in der That ist dies, wie man leicht sieht, möglich. Denkt man sich die zur Axe XX parallelen 
Durchmesser der Centialelliiisen dieser letzteren Lamellen gefunden . und in den Endpunkten der- 
selben parallel zur YY-Axe Kräfte wirken, gleich den Flächeninhalten der Lamellen, so ist nach 
§ 126 das Trägheitsmoment dieser Kräfte bezüglich der Axe Y'Y gleich dem gesuchten Trägheits- 
moment des Profils, Jene Durchmesser finden sich nach § 134 oder einfacher nach § 132, wenn 
die Lamellen als Rechtecke betrachten darf, deren Breite gleich dar mittleren Parallelen des 
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Tn^«ze» Bt: tud das ist bei aUen der Fall, mit Ausnahme der L&melle 115). Wir haben die 
Darchiiener berechnet, die Hälften oach links aofgetragen, and ihre Enden mit (1)", (2)", (3)"... 
tid)" bezeichnet. Zwischen den durch sie gezogenen Parallelen wurde dann das Seilpoljgon 0" l" 
11"... XX" gezeiehn«t. dessen Seiten senicrecht anf den Strahlen des Kräftepoljgons C I 2 ... lü 
•tehen ond anf YY die statischen Momente 0'" 1 ", V" 2'". 2'" 3", ... abschneiden, die sofort zum 
Kräftepolcgon 0'" 1' "2 ". .. 19" vereiniget sind. Nimmt man für letzteres den Pol C" in der Ent- 
femnng B'" von der Kräftelinie an, nnd constmirt man darans zwischen denselben Parallelen wie 
vorfain das Seilpolygon 0" I'"!!' "... XX'", so schneiden dessen änsscrste Seiten anf YY das gesnchte 
redncirte Trägheitsmoment 0'^ 19" ab. Dasselbe bezieht sich auf die Basen H und H"' und ist 
daher eigentlich gleich a. H.;H " xÖ'''~f9^ Mit a. 19. dem Flächeninhalt des Profils. diHdirt gibt 
es das Qnadrat der g^uchten Halbaxe. Um diese Division leicht ausfahren zu können, haben 
diemal H'" halb so gross als 19 gemacht, und daher ist die gesuchte Halbaxe 

Sb ^ S&' = K[^0"I9".H = Vo^I9»\H 
und kann auf bekannte Weise construirt werden. 

Mittelst der beiden Hauptaxen kann man die Centralellipse auf gewöhnliche Weise zeichnen. 
Die Construction des Kerns ist sehr einfach. Indem man die neutrale Axe ans der Lage MM, am 
Fasse des Profils, wo ihr der Angriffspunkt y der Resultante in bekannter Weise entpricht. in die 
Lage M, M- mit dem zugehörigen Angriffspunkt d ftberführt, muss man sie um M, drehen, weahilb 
der Angriffspunkt die gerade Linie yd durchläuft. Während dann die neutrale Axe, das Profil fort- 
während berührend, in die Stellung MjM. nnd von da in diejenige übergeht, wo sie, horizontal 
liegend, den Kopf des Profils berührt, und wo ihr der Angriffspunkt e entspricht, beschreibt dar 
letztere eine krumme Linie df, von der eine genügende Anzahl von Punkten in bekannter WetH 
construirt werden kann. Die andere Seite des Kerns ist uatürUch sj-mmetrisch zu der so gezeidt- 
ncten bezüglich der Axe YY. 

Da es sich bei obiger Construction immer bloss um die Auffindung von Durchmessern der 
Centralellipse handelt, die den Momentenaxen MM„ M, M, etc. conjugirt sind, also um Tangentei), 
parallel zu letzteren an die Centralellipse, so braucht man letztere nicht gezeichnet zu haben, um 
den Kern finden zu können; jene Tangenten mit ihren Berührungspunkten sind in bekannter Weise 
schon aus den Hauptaxen allein zu erhalten, 

§ 139. Das Winkeleisenprofll (Fig. 23 Taf. VIII), dessen Schwerpunkt wir schon im § 93 
hesticimt haben, wählen wir als Beispiel für einen ganz unregelmSssigen Querschnitt, welcher die 
Kennzeichen der im § 131 detinirten „Einfachheit" nicht mehr besitzt, der aber in eine kleinere 
Anzahl von Theilen zerlegbar ist, deren Centralellipsen gefunden werden können. Wir behalten 
(lieselbc Zerlegung bei, wie die im § 9Ü gebrauchte, und setzen die Schwerpunkte (l), (2), (3)...(6) 
der Theile, sowie die Centralellipsen derselben als bekannt voraus. Ebenso die auf die Basis a =; 2 
Centimeter reducirten Flächeninhalte der Stücke, welche schon behufs der Bestimmung des Schwer- 
punkts S zum Kräftepoljgou CU 1 2...i\ zusammengetragen worden sind, aus dem das Seilpolygon 
I U... . VII constmirt wurde. An dieses letztere knüpfen wir nun die weitere Construction behu& 
Aufsuchung der Centralellipse an, indem wir die horizontale Axe XX durch den Schwerpunkt als 
den einen, willkürlich zu wählenden Durchmesser der Centralellipse nehmen und (noch dem Satie 
im S 116) den dazu conjugirten suchen. Die Abschnitte UT, 12'. ..5' 6' der aufeinander folgenden 
Seiten jenes Seilpoljgons auf der Axe XX sind die statischen Momente der in den Punkten fl|, (2), .. 
(*i) als Kräfte wirkenden Flächeninhalte der Stücke. Diese Momente hat man sich nun als Kräfte 
in den Monientenschwerpunkten der Stücke wirken zu (icnken und ihren Gesammtschwerpunkt zu 
Sachen. Jene Momeiitenschwerpunkte der Stücke sind aber in deren Centralellipsen die Pole eiiicr 
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Linie, die mit der Axe XX parallel ist und symmetrisch mit ihr gegen die betreffendeu Mittelpunkte 
liegt; sie fioden sich also auf den zu XX conjugirten Durchmessern der Centralellipsen ia einer 

Entfernung .. 



von deren Mittelpunkten, wenn a die halhe Lange des Durchmessers und i die auf ihm gemessene 
Entfernung des Mittelpunktes der Ccntralellipse von der Äxe XX bezeichnet. Man findet leicht, 
dass jenes m nur für die Stücke 2, 3 und 5 eini'n merklichen Werth erhält; für diese Stücke wurden 
die Momenteuachwerpunkle mit (2)' (3)' und (ü")' bezeichnet. 

Um den Gesammtschwerpunkt der Mumente zu finden , hat man diese nach zwei Richtungen 
hin, wir wählen die hurizontale und verticate, in den betreffenden Schwerpunkten anzubringen und 
die zugehörigen Seilpolygone zu zeichnen. Dieselben können beide aus dem Kräftepolygou Ol' 2... 
6' mit dem vorläufig willkürlichen Pole C construirt werden. Die Seiten des einen sind parallel, 
die des anderen senkrecht zu den Strahlen des Kräftepolygons. Wir haben sie in der Figur mit 

0" I" U" VII" und 0" I'" 11 ". ... VU" bezeichnet. Ihre äussersten Seiten laufen parallel zu 

einander, wie natürlich, da die Momentensumme in Bezug auf die durch den Schwerpunkt gehende 
,\xe XX Null ist. das Kräftepolygou 0r2'. ..(i' sich schliesst. Der Gesammt-Momentenschwer- 
punkt hegt also in unendlicher Entfernung, und wir mUssen die Momente in zwei Gruppen theilen 
und deren Schwerpunkte suchen, um den zu XX conjugirten Durchmesser zu finden. In die erste 
Gruppe nimmt man wohl am besten die Momente 1', 2', 3' und 4', in die zweite die 5' und 6'. 
Der Schwerpunkt S' der ersten Gruppe ist der Schnittpunkt der horizontalen und verticalen Linie, 
welche durch die Schnitte ß" und ß"' der Seilpolygonseiten ü"I" und IV" V", bezw. 0"l"' und 
IV'" V" gezogen werden; und ähnlich findet sich der Schwerpunkt S der zweiten Gruppe. Die zu 
XX conjugirte Axe YY der Centralellipse geht dann parallel zur Verbindungslinie S'S' durch den 
Schwerpunkt S, 

Um die Längen der in XX und YY liegenden conjugirten Durchmesser zu finden, müssen die 
Schwurigradien der Trägheitsmomente des Profils bezüglich jener Axen construirt werden. Dies ist 
für die erste Ase durch die vorausgehende Construction fast schon geschehen. Der Abschnitt 0" 6" 

zwischen den äussersten Seiten des Seilpolygoiis 0" I " D" VII" auf der Axe X X ist das auf die 

Baseii 4 C und 0' C redncirte Trägheitsmoment, bezogen auf diese Axe. Dasselbe ist also gleich 

a.H.H'.Ö^', 
wenn a die Flächenbasis, gleich 2 Centimeter, und H und H' jene Momentenbasen bezeichnen. Das 
Quadrat des Schwungradius wird folghch, senkrecht gemessene Entfernungen vorausgesetzt, 
a.H.H '.O'G" _ H.H'.U"6" 
a.06 ~ 06 

Um diese Division leicht ausführen zu können, haben wir H' gleich der Hälfte der Kräftesumme 
6 gewählt. Wird folglich U (j, in 0, halbirt, so ist der gesuchte Schwungradius, immer senkrecht 
gemessene Entfernungen vorausgesetzt, 

k = Vü^^~ 

und leicht zu construiren. Trägt man ihn zu beiden Seiten der Axe XX senkrecht auf diese auf, 
so schneiden die durch die Endpunkte gezogenen Parallelen zu XX die Endpunkte a, a' des auf 
YY liegenden conjugirten Durchmessers ah. 

Um die Länge des in XX liegenden conjugirten Durchmessers der Centralellipse zu finden, 
wenden wir das im § 126 angegebene Verfahren an, indem wir das Trägheitsmoment und daraus 
den Schwungradius des Profils für die Axe YY suchen. Wir sollten zu diesem Behufe die zu YY 
conjugirten Durchmesser der Centralellipsen der einzelnen Stücke zeichnen, sie verlängern, bis sie 

20* 



I&ti 



X. Abücliiiiti. 



lellipKuid. iViilral-lliti"!' 



iil Krr 



I Krtrprrii und (^ucrschai 



lei: 



die Axc Y V trell'eii, und für die Schnittpunkte als Mittelpunkte die TrHglieitseHipseii construireu, 
oder wenigstens deren zu YY coiijugirte Durcliniesser, die mit denen der Centralellipsen in einfr 
und derselben geraden Linie Hegen. Bezeitbnen a und a diese halben Uurchiuesser für die Träglieits,- 
und bezw. Centralellipse und i die in ihrer Richtung gemessene Entfernung des Mittelpunktes deir 
letzteren von YY, so ist 

a' = fl' -f- i' 
und folglich als Hypotennse eines rechtwinkeligen Dreiecks, dessen Katheten a und i sind, leicht z. "U 
constmiren. In den Endpunkten dieser Hüllidurchmesser a, von denen jeder beliebig auf die eii^^ 
oder andere Seite der Axe YY getragen werden kann, niüssten dann die Kräflesummen, hier d^M 
Flächeninhalte der Stücke, parallel zu YY wirkend gedacht werden, worauf in bekannter Weise da^ 
Trägbeitsmoment derselben zu construireu wäre. Da es sich aber hierbei bloss um die Faraltelen t -~ 
YY handelt, zwischen denen die beiden, zu jenem Zwecke nothwendigeii Seilpolygone gezeichnet 
werden müssen, so wird man einfacher so -verfahren, dass man an Jede der Centralellipsen eine zik_« 
Axe VY parallele Tangente und durch ihren Mittelpunkt eine Senkrechte zu derselben Axe leg^g 
Bezeichnen a und i' die auf letzterer gemessenen Entfernungen des Mittelpunkts der Centralellip =— 
von joner Tangente und be/w. von der Axe YY, dann a' die auf derselben Linie gemessene Eur -* 
feruting der obigen Parallelen zu YY von letzterer Axe, so ist ebenfalls 

a'' ;= q'* 4- i'' 
und daher durch Construction eines rechtwinkeligen Dreiecks aus den Katheten ii' und i' zu erhalte^^ 
Wir haben in Figur 23 diese a' auf die Senkrechten zu YY aufgetragen, und zwar auf die eii^^» 
oder andere Seite dieser Axe, wie wir es eben betreffs der Deutlichkeit der zu construirenden Sei M- 
polygone für besser hielten. Die Endpunkte der aufgetragenen Stücke haben wir mit (1)", (2)". .. ((j>" 
bezeichnet. Beim eiten Stück wird wegen der geringen Grösse von a gegenüber derjeiugen von i' 
der Werth a' fast gleich i' und fallt also (I)", wenn wir a' auf dieselbe Seite von YY auftragen, 
auf welcher (1) liegt, mit letzterem Funkt zusammen. 

Zwischen den durch die letzterhalteuen Punkte zu YY gezogenen I'arallelen wurde hierauf das 
Seilpolygon 0*1*11*. ,., VII* aus dem in YY liegenden Kräftepolygon Oil|2|..,6i mit dem Pol Ci, 
(las dem C I 2 3 . . G ganz gleich ist, construirt. Die Abschnitte 0" I'". 1'" 2'". . . der auf ein- 
ander folgenden Seiten jenes Seilpolygons auf der Axe YY sind die reducirten statischen Momente 
bezüglich dieser Axe und sogleich zum Kräftepolygon U " 1'" 2 " . . . fi'" zusammengetragen. Für den 
Pol C" desselben, dessen Entfernung H'" von der Kräftelinie wieder gleich der halben Kräftesumme, 
hier also gleich der Hallte von (i im ersten Kräftepolygon, genommen wurde, construirten wir 
dann das Seilpolygon OTIP .... VIP zwischen denselben Parallelen wie das vorige. Der Abschnitt 
O'^ö"' zwischen den äussersten Seiten desselben auf der Axe YY ist das gesuchte Trägheitsmoment, 
reducirt auf die Flächenbasis a und die Momentenbasen H und H'". Es ist also gleich a.H.H'".0"6" 
und folglich das Quadrat des Schwungradius für senkrecht zu YY gemessene Entfernungen: 

a.Ö6~ 

wenn 0'/ in der Mitte von O^'iJ'^' liegt. Der Schwungradius selbst ist folglich 

k' = Kh7öi*(j"' 

und leicht zu construireu. Zwei Parallele üu YY auf beiden Seiten dieser Axe. deren senkrechte 
Entfernungen von ihr gleich k' sind, schneiden auf XX die Enden dea gesuchten Durchmessers 6 b' ab. 
Durch die beiden conjugirten Durchmesser ist die Centralellipse vollständig bestimmt und kann 
auf gewöhnliche Weise gezeichnet werden. Anstatt des eben gezeigten Verfahrens, sie zu findeu, 
hätte man auch den Weg einschlagen können, dass man auf ganz dieselbe Weise, wie es zuletzt fbr 



. iII.0'»'Giv = H.ÖJ*'"6", 



Ol» 6" 

I 
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die Axe Y Y geschehen ist, die Trägheitsmomente und Schwtingradien für drei beliebige Axen, die 
durch de» Schwerjuinkt S gehen, gesucht liätte. Durch die hiedurch gefundenen it Paar parallelen 
Tangeoten ist die Ccntralellipse auch beetimrat. Wenn man dabei die drei Axen, von denen die 
eine wieder XX sein möge, unter denselben Winkeln gegeneinander zeiehnet, welche die Seiten 
des Dreiecks mit einander bilden, mit dem man arbeitet, so braucht das Kräftepolygnn aus den 
Flächeninhalten der sechs Stücke nicht dreimal gezeichnet zu werden, sondern man kann die drei 
zugehörigen Seilpolygone aus dem einen Kröftepolygon CO l 2...6 construiren. Aber das oben ge- 
zeigte Verfahren ist wenigstens nicht nmständlicher als dieses letztere und bat den Vortheil, dass man 
unmittelbar zwei conjugirte Durchmesser der Centralellipse erhält. 

Aus diesen kann man die Hauptaxen auf bekannte Weise {inden und mittelst derselben, behufs 
Construction des Kerns, Tangenten an die Ellipse, parallel zu gegebenen Richtungen, und deren Be- 
rOhiungspunkte construiren, ohne dass muri die Ellipse seihst gezeichnet hat. Dieser Kern wird, 
leicht ersichtlich, ein Sechseck dE^tfz/., dessen Erken den Stellungen ab, bc, cd, de, ef und 
fa der neutralen Axe in bekannter Weise entsprechnn. 

Centralellipsold und Kern einiger einfacher Körper. 

§ 140. Das Tetraeder (Fig. ;t;t Taf. XII). Denkt man sich das Tetraeder ABCD durch 
Kbenen parallel zu einer Seitentläche ABC in so dünne Platten zerschnitten, dass man dieselben 
als materielle ebene Figuren betrachten kann, so folgt aus dem zweiten Satze des § l'i'J sofort, dass 
in seinem Centralellipsoid die Verbindungslinie DS der Spitze, welche Jener SeitcnSiiche gegenüber 
liegt, mit dem Schwerpunkt der letzteren der Stellung jener Parallelebenen conjugirt ist. Noch 
mehr: da alle jene Platten ähnliche und ähnlich liegende Dreiecke sind und daher ähnliche und 
fthnlich liegende Ccntralellipsen haben, so folgt aus dem vierten Satze des § 122, dass das Central- 
Ellipsoid von einer durch seinen Mittelpunkt Sn gelegten, zur Seitenfläche ABC parallelen Ebene 
»ach einer Ellipse geschnitten wird, die jenen ähnlich ist und ähnlich mit ihnen liegt. Desahalb 
sind zwei conjugirte Durchmesser der letzteren Ellipse, ihrer Richtung nach, sogleich gefunden. Ist 
AoBoCd das Dreieck, in welchem die durch den Schwerpunkt Su des Tetraedera gelegte Parallelehene 
ABC das Tetraeder schneidet, so sind die Halbirungslinie C„E„ und die durch S„ gelegte 
parallele F„Gr. zn A„B„ in der Centralellipse des Dreiecks A„BoC„ cnnjugirt und folglich auch in 
obiger Schnittellipae des Centralellipsmds. DS, C„E, und F,|G„ sind somit drei conjugirte Durch- 
messer des letzteren, der Richtung nach. Ihre Grösse ist leicht zu finden. 

Bezeichnet g den Flächeninhalt der Seitenfläche ABC, h die Linie DS, so ist die Grosse irgernl 

iries zu ABC parallelen Schnittes des Tetraeders, dessen Entfernung von ABC, auf h gemessen, 

oit X bezeichnet wird, 

b. e h' ' 

ind daher ist diis Quadrat des Schwungradius des Tetraeders für ABC als Moraentenehene und für 
die Richtung DS 
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Daraus fnigt für das Quadrat desjenigen HalbdtirchmeaHeia b des Centralellipsui 
b' = k'— i' = ,'nh- — ,',h' = ^oh- = (0.1937h)'. 
AuH obiger Entwicklung folgt zugleich das Quadrat des Scliwuiigradiiis q des Tetraeders 1 
die Momentenebene DCE und für die Richtung AB oder FoGo: 

.i'=i'Bliay = ,Va'-(0.158Ur- 
wo a die Länge der Kante AB bezeidinet. Jenes a ist zugleich der auf F„G,. liegende HaU>dur( 
messer. Auf A™B„ ^ a,, ^ Ja bezogen, wird 

a verhält sieh also zu dem auf F,>G„ liegenden Halbdurchmesser der Centralellipse des Dreiecks AnBgQ 

dessen Quadrat nach § 133 gleich ä',aj ist, wie VT6;Klö. Dasselbe Verhältnis 

Obigem die beiden auf C„En liegenden Durchmesser des Centralellipsoids des Tetraeders und der 

Centralellipse des Dreiecks ÄoB^C, zu einander haben, und da das Quadrat des letzteren nach § I.W 

gleich i^hj' ist, mit h'„ die Halbirur 

EUipsoids, ins Quadrat erhoben. 

oder auf C E ;= h' = j h, bezogen, 

c' = 3'gh'' = (0.1826 h')'. 
Bekanntlich kann man das Tetraeder noch auf andere Weise in Parallelschnitte zerlegen, deren 
Schwerpunkte alle in einer geraden Linie liegen, durch Ebenen nämlich, welche parallel zu zw« 
Gegenseiten AB ^: a und CD =^ b sind (s. § 99). Jener geometrische Ort ftlr die Schwerpunkte 
der Schnitte ist die Verbindungslinie der Mitten J und E der Gegenseiten und daher ist J E in dem 
Central eil ipaoid des Tetraeders der Stellung jener Parallelebeneu^conjugirt. Noch mehr: die Parallel- 
Bchnitte sind Parallelogramme, deren Seiten siimmtltch zu A B bezw. C D parallel sind. Die Central- 
ellipaen derselben babeu folglich alle ein Paar conjugirter Durchmesser, deren Richtungen mit denen 
der Gegenseiten AB und CD übereinstimmen. Desshalb sind die drei durch den Schwei-punkt S. 
des Tetraeders gezogenen Geraden: JE, F„G„ und b,b\, von welchen letztere parallel zu CD ist. 
conjugirte Durchmesser des Centralellipsoids desselben, der Richtung nach. Auch ihre Länge ist 
leicht gefunden. Die Flächeninhalte der Parallelogramme, in welchen die zu AB und CD parallelen 
Ebenen das Tetraeder schneiden, sind nach § 99 den Quadraten dejjeiiigen Ordinaten eines über der 
Kante BD beschriebenen Halbkreises proportional, deren Fusspunkte die Schnittpunkte der Pürallel- 
ebenen und der Kante BD sind. Jene Flacheninhalte sind also auch den Producten aus den beiden 
Abschnitten, in welche obige Schnittpunkte die Kante BD theilen, proportional und letztere Abschnitte 
denjenigen, welche die Parallelebeuen auf JE machen, Bezeichnet also z die Entfernungen der 
Schnittpunkte der Parallelebenen auf JE von der Mitte S„ und c die Lange von JE selber, so sind 
jene Parallelogramme proportional den Producten (Je — z) (J c + z) oder proportional mit {\ c' — z'). 
Für gleiche z sind folglich jene Parallelogramme zu beiden Seiten von S„ gleich gross und der 
Schwungradiua des Trägheitsmomentes des Tetraeders für die zu jenen Schnittebeoea parallele, 
durch S„ gelegte Momentenebene und für die Richtung JE findet sich aus: 

b 



i {Je' — z')z'dz 
C* = —, — = 5I5C' = (0,2236 c)'. 



c' — z')dz 



Dieses Ci ist zugleich der auf JE liegende Halbdurchi 



/;. 



des Centralellipsoids. 
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Der auf FuC liegende Halbdurchmesser üi wird erhalten, weim man das Tetraeder durch 
Sbeneu parallel zu CD und JE in dreieckige Platten zerschneidet, deren Grösse auf jeder Seite 
der Ebene CDE proportional den Quadraten der Entfernungen der Schnittebeiien von den End- 
punkten A, bezw. B sind, Messen wir diese Entfernungen in der Richtung von AB oder F„G„ und 
Bennen wir sie y, so ist 



i. 



I (ia-y)'y'dy 



|'(ia-y)My 



- = ^„a- = (0,l5HlaA 



also übereinstimmend mit dem vorhin schon gefundenen Halbdurclimesser a, der ebenfalls in F„ Ci„ Viefit. 
Auf dieselbe Weise, wie soeben Qi, findet man für den Halbdurchmesser bi in bifi, 
()^ =.^„b'= (0,1581 b)'. 
In der Ebene DCE liegen die zwei Paar conjugirter Durehmesser 6, t und b, . Ci- Da dieselben 
auch der Schnittellipse jener Ebene mit dem Ellipsoid angehören, so rauss die Relation zwischen 
ihnen bestehen: 

und in der Tbat überzeugt man sich leicht, dass dies der Fall ist. wenn man nur die Langen 
c und h durch b und h' ausdrückt. 

Der Kern des Tetraeders ist, wie sofort ersichtlich, wieder ein Tetraeder, dessen Ecken auf 
den Verbindungslinien des Schwerpunkts S., mit den Ecken des gegebenen Tetraeders liegen. Bezeichnet 
allgemein h die Verbindungslinie einer der Ecken A, B, C oder D de» Tetraeders mit dem Schwer- 
punkt der gegenüberliegenden SeitenSüche , ferner i ^ | h die Entfernung dieses letzteren Punktes 
Tom Schwerpunkte S, und endlich b den auf h liegenden Halbdurchmesser des CentralclUps-iids , fto 
ist die Entfernung der in h liegenden Ecke des Kern-Tetraeders von So gleich 

Auf die Entfernung s =^ Jb des Schwerpunktes Sc, von der betreffenden Tetraeder- Ecke bezogen, 
wird letzterer Ausdruck gleiches. Daraus folgt, dass der Kern a/iyd ein mit dem g^ebenen 
ähnliches nnd ähnlich liegendes Tetraeder ist, dessen Dimensionen fünfmal so klein sind, als die des 
gegebenen. Seine Seitenflächen sind parallel den Seitenflächen des letzteren und im Centralelüpsoid 
die Polarehenen von Punkten, die mit den betreffenden Ecken des gegebenen Tetraeders symmetrisch 
cum Schwerpunkt desselben Uegen. Auf ihnen bewegt sich der Angriffspunkt der Resultante der 
Kräfte, wenn sich die Neutralebenc um jene Tetraeder-Ecken dreht. Eben so sind die Kanten des 
Kerns denen des gegebenen Tetraeders parallel. Die Kante ;"t z. B. ist im Central ellipsoid die 
folare einer Linie, welche mit der Gegenkante A B parallel und symmetrisch zum Schwerpunkt 8, 
liegt. Auf ihr bewegt sich der Angriffspunkt der Resultante der Kräfte, während sich die NeatraJ- 
^lene um die Kanti> A B dreht. Dies geht auch direct aus dem oben gefundenen Werth für den 
pal b durch messe r c, hervor, den wir bei der zweiten Zerlegungsart de» Tetraeder« erbiellfn. 

§ 141. Prisma und Cylinder mit parallelen EndflüclieQ. — Denkt man sich ein Pnwmi 
lider einen Cylinder der bezeichneten Art durch Ebenen parallel zu den Endflächen in dtUine Platten 
jHrschnitten. so siebt man sogleich, dass in seinem Centralellipsoid die Stellung jener Parallelehenen 
^d die zu den Seiteuk&nt<>n purallele Verbindungslinie der Schwerpunkte der Entlflächen, die 

Eiaxe, cofijngirt sind. Alle Schnittfigarea haben congrueote und ähoUcb begeode C«otral- 
irans folgt, dass die Ellipse, in welcher die durch den Schwerpunkt des Prüiiiu oder 
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Cjlinders gehende Parallelebene das Centralellipaoid schneidet, dieselbe Grösse, Gestalt und Lage 
haben musa. Denn das Tr.'igheitamoment des Prismas (Cyliiiders) ist in Bezug auf irgend eine dnrch 
die Schwerpunktsaxe gehende Momenteiiebene das nämlirhe. wie das von irgend einem der Parallel- 
schnittej in welchom man sich die Masse des ganzen Körpers concentrirt denkt, indem man sie gleich- 
massig über ihn ausbreitet. Es folgt dies sofort daraus, dass man sich das ganze Prisma oder den 
Cyltnder in dünne, zur Schwerpunktsaxe parallele, materielle Linien von gleicher Länge zerlf^ 
denken kann. 

Die Länge desjenigen Durchmessers des Centralellipsoids, welcher in der Schwerpuoktsaxe liegt, 
ist leicht gefunden. Bezeichnet g dun Flächeninhalt der End- sowie der durchweg gleichen Schnitt- 
flächen, und X die auf der Schwerpnnktsaxe gemessene Entfernung einer Schnittfigur vom Schwerpunkt 
des Prismas oder Cyünders, endlich h die Lunge der Schwcrpunkisaxe. so ist das Quadrat jenes 
Halbdurchmessers 



gxM, 



U 



■ ,>,W = {0,2887a)'. 
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Dieser Werth stimmt mit demjenigen llberein, welchen man für den in dei-selbeu Richtung liegenden 
Halbdurchmesser der Ceiitratellipse eines Parallelogramms oihält, in dem irgend eine durch die 
Schwerpunktsase gelegte Ebene das Prisma oder den Cylinder schneidet; diese Uebereiustimmung 
kann übrigens auch leicht direct erwiesen werden. 

Der Kern des Prismas oder Cylinders ist eine Doppelpyramide, bezw. vm Doppelkegel mit einer 
Basis, welchti der Kern der Schnittfigur in der zu den Endflächen parallelen Ebene ist, welche durcL 
den Schwerpunkt gelegt wird. Die beiden Spitzen Hegen in der Schwerpunktsaxe und auf beideu 
Seiten jener Ebene gleicbweit von ihr entfernt. Ihre lätigs der Schwerpunktsaxe gemessene Entfernung 
von letzterer Ebene ist 



hl'' 



Die ganze Höhe des Ki 
Schwerpunktsaxe ein. 

§ 142. Pyramide nad Kegel. 
ihrer Grundfläche, in dünne Platten zer 



von Spitze zu Spitze gemessen, nimmt also das mittlere Drittheil dff 



— Indem man sich diese Körper durch Ebenen, parallel lu 
hnitten denkt, siebt man leicht, dass in ihrem Centi-alellipsoid 
der Stellung jener Parallelebenen die Gerade coujugirt ist, welche den Schwerpunkt der Grundfläche 
mit der Spitze verbindet, und die wir wieder kurz die Schwerpunktsaxe nennen. Alle Scbnittfiguren 
jener Parallel ebenen mit der Pyramide oder dem Kegel sind ähnlich und ähnlich liegend, und haben 
desshalb auch ähnliche und ähnlich liegende Centralellipsen. Dieselbe Gestalt und Lage hat folglich 
auch die Ellipse, in welcher eine parallel zur Grundfläche liegende Ebene, die durch den Schwer 
punkt des Körpers oder Mittelpunkt des Centralellipsoids geht, das letztere schneidet. Um die« 
Ellipse zu kennen, reicht es folglich aus, einen einzigen Halbdurchmesser von ihr zu bestimmen, 
also das Trägheitsmoment oder den Schwungradius der Pyramide oder des Kegels in Beeug auf 
irgend eine durch die Schwerpunktsaxe gehende Ebene zu flnden. Diese EbenS schneidet alle Scbnitt- 
flguren der obigen Parallelebeuen tn parallelen Linien, denen in den Centralellipsen der Schnittfiguren 
parallele Durchmesser conjugirt sind. Die Längen der letzteren sind den Entfernungen der Schnitt- 
flguren von der Spitze der Pyramide oder des Kegels proportional. Bezeichnet a die halbe Läng* 
desjenigen von diesen Durehmessern, der in der Grundfläche liegt, g den Inhalt der letzteren, dai 
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Die in derselben Richtung gemessene Höhe des Kerns ist daher 

^^h + ^Vt = ih. 
Bei einer Pyramide ist die Grundfläche des Kerns ein Polygon von eben so viel Ecken, als die Grund- 
fläche der Pyramide hat. Jede Ecke entspricht in bekannter Weise einer Seitenfläche der letzteren. 
Jede Seite der Grundfläche ist im Centralellipsoid die Polare einer Linie, welche einer Seitenkante 
der Pyramide parallel ist und mit ihr symmetrisch gegen den Schwerpunkt liegt. Eine gleiche 
Beziehung findet statt zwischen den Seitenkanten des Kerns und den Seiten der Grundfläche der 
Pyramide. Aehnliche Verhältnisse ergeben sich beim Kegel. 

§ 143. Das Ellipsoid. — Aus dem zweiten Satze des § 122 folgt sofort, dass eine Ebene 
und eine gerade Linie, die in einem gegebenen Ellipsoid conjugirt sind, dieselbe Beziehung in dessen 
Centralellipsoid haben. Nennen wir g den Flächeninhalt der Ellipse, in welcher eine Ebene E, die 
durch den Mittelpunkt des EUipsoids gelegt wird, das letztere schneidet, a die Länge des zur Ebene E 
conjugirten Halbdurchmessers des gegebenen Ellipsoids, x die auf ihm gemessene Entfernung einer 
Parallelebene E, zu E, die das Ellipsoid in einer der g ähnlichen Ellipse mit dem Flächeninhalt g, 

schneidet, so ist ^2 -i 

a — X 

und daher das Quadrat des Schwungradius des Ellipsoids für die Momentenebene E und für die 
Richtung von a 

I ■» o 

x"dx 




a' = = la^ = (0,4472 aV. 




Dieses a ist zugleich der Halbdurchmesser, welcher der Ebene E im Centralellipsoid conjugirt ist. 
Da das nämliche Resultat für alle möglichen Lagen der Ebene E und ihres conjugirten Durch- 
messers erbalten wird, so folgt, dass ein Ellipsoid und sein Centralellipsoid concentrische, ähnhche 
und ähnlich liegende Körper sind, deren Dimensionen sich verhalten wie 1 : K|. 

Der Kern des Ellipsoids ist auch wieder ein Ellipsoid ; für eine Neutralebene, die parallel zur 
Ebene E das gegebene Ellipsoid berührt, liegt der entsprechende AngriflFspunkt der Resultante der 
Kräfte auf dem zu E conjugirten Durchmesser a und zwar in der Entfernung 



a ~^* 



vom Mittelpunkt des Ellipsoids. Es ist also der Kern ein Ellipsoid, das ebenfalls mit dem gegebenen 
conceiitrisch, ähnhch und ähnlich liegend ist, dessen Dimensionen aber fünfmal so klein als die 
des gegebenen Ellipsoids sind. 
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Kf^ttp uinl Bogen. 

§ 144. Kette und Bogen. Seien l',. P,..I'. (Fig. M" Taf. Xlil) parallple. vtrtical ab- 
1 VHits gerichtete Krüfle, Lasti'n, «ulciie in Fig. 34' zum Kräftepolygoo vereinigt wurden; für den 
I beliebigen Pol C desselben sei (l;u) Seiipolygnn 1II..VVI cnnstruirt. Nimmt mau <iie Knoten- 
I punkte !, II... diesoij letzteren als Angriffspunkte der Kräfte P, und denkt man sich diese Punkte 
I durch vollkoinmen biegsame LioienetQcke (Seil- oder Ketteustücke) verbunden, während die erste 
I und letzte Seilpolygonseite, von derselben Beschaffenheit wie die andere», in den Punkten A, B be- 
1 festigt sind, so erhält man eine Anordnung, welche wir kurz „Kette" nennen wollen. 

Würde man den Pol C anf der anderen Seite der Kräftelinie 6 genommen haben, so würde 

das Seilpolygon seine convexe Seite nach aufwärts kehren. Die Linien, durch welche man die 

Knotenpunkte derselben sich verbunden denken könnte, mQssten als starr angenommen werden, und 

wenn wiederum die erste und letzte Polygonseite auf zwei Fixpunkte A und B gestützt würden, so 

. würde man eine Anordnung bekommen, die kurz .Bogen'' genannt werden soll, und für welclie 

I der Gewölbbogen, bei dem das Seilpolygon in die sog. Mitteldruckslinie übergeht, als Beispiel an- 

|. geführt werden möge (vgl. § 32). 

Die Strahlen OC, 1C...5C des Kräftepolygons leprUsentiren hekannÜich die Spannungen in 

läen Seilpolygooseiten Ol. 1 II.. .V VI, hier also die Spannungen der Seil- oder Kettenstücke Ol, I II 

.V VI der Grösse und Richtung nach. Speciell geben also der erste und letzte Strahl OC und 

l&C die Einwirkungen, welche die Fixpunkte A und B von den dort aufgeführten Seilstücken zu 

i erleiden haben, und also auch auf dieselben ausüben. Zerlegt man jede dieser Spannungen in eine 

iorizontale und verticale Componente. so werden die ersteren alle einander gleich, nämlich 

gleich der Senkrechten CU, welche im Kräftepolygon vom Pol auf die Kräftelinie gefällt wird. Die 

verticalen Componenten sind: für das Stück Ol gleich UO. für III gleich Ul, für II III gleich 

I 2 etc., endlich für V VI gleich Uö. Sie sind also für irgend eine Stolle der Kette gleich der Summe 

I der Verticalkräfte P, welche zwischen ihr und dem tiefsten Punkt der Kette liegen, vorausgesetzt, 

rdans man sich diejenige Verücalkraft P, welche an diesem Punkte selbst thätig ist, so in zwei 

»Theile getheilt denkt, wie es durch die Senkrechte CU im Kräftepolygon geschieht, und den einen 

Kdieaer Theile zur eine» Seite der Kette rechnet, den andern Theil zur anderen Seite derselben. 

VDie Horizontal- und Verticaicomponeiiteii der Einwirkungen, welche in den Fixpunkten A und B 

attfinden, sind natürlich gleich dencEi der Spannungen in den Stücken Ol und V VI, also erstere 

^eich CU und letztere gleich UO und hezw. Uö, wenn man bloss ihre absolute Grösse ins Auge 

Ihr Sinn ergibt sich leicht. 
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Dieselben Auseinandersetzungen, wie wir sie eben fQr die Kette gegeben haben, können uti' 
mittelbar auf den Bogen übertragen werden. Die Zu'^sim.nnungen verwandeln sich einfach in Druck- 
spaunuDgen. 

Wenn man bei derselben Lage der Kräfte Pi , I's..P[, statt des Fixpuiiktes B einen anderen, 
iu derselben Verticallinie gelegenen B' nimmt, an dem die Kette aufgehängt sein soll, so ändert sich 
natürlich die Gestalt der letzteren, und es ist leicht zu zeigen, wie die neue Form aus der uvsprQng- 
lichen AIU.-.VB abgeleitet werden kann. Denkt man sich die Resultante der Kräfte P,,P,..l'; 
in zwei Componenten zerlegt, welche in den durch die Fispunkto A, B gelegten Verticallinien liegen, 
so erhält man dieselben, indem man die Schlusslinie AB des Seilpolygons Ü I li..VVI zieht and 
durch den Pol C des Kräftepolygons eine Parallele CT dazu. Dieselbe theilt die Resultante 05 in 
die gesuchten Componenten OT und T5. Diese Componenten müssen dieselben bleiben, wo auch 
der Fixpunkt B' in der durch U gezogenen Verticallinie angenommen werden mag. Aber da das 
neue Seilpolygon durch den neuen Fixpunkt hindurchgehen mnss, so ändert sich seine Schlusslinie, 
sie wird AI!' statt AB. Eine zu ihr pai'allel gezogene Linie, welche durch den Pol des.zugehörigeu 
Kräftepolygons hindurchgeht, muss zugleich den Punkt T enthalten, und dadurch ist ihre Lage 
völlig bestimmt. Wo auf dieser Parallelen TN der Pol des neuen Kräftepolygons angenommen 
werden will, ist von vorn herein ins Beliehen gestellt. Er wird erst bestimmt, wenn irgend eine 
der Seiten des neuen Polygons, etwa gleich die erste, OT, die auch durch den Fixpunkt A hindurch- 
geht, angenommen wird, oder weim seine Entfernung von der Kräfteliuie, die Momenteubasis. vr>r- 
geschrieben ist. Im ersteren Falle wird der neue Pol C der hurchschnitt der zu oT durch U ge- 
zogenen Parallelen mit der vorhin erhaltenen Linie TN. 

Man hat jetzt die Aufgabe, za demselben Kräftepolygon ü12..,t für einen neuen Pol C ciii 
neues Seilpolygon aus dem alten zu construiren. Das geschieht nach dem Satze des g 2*J. welcher 
sagt, dasa sich die gleichvielten Seiten der Seilpolygone auf einer und derselben Parallelen zur Ver- 
bindungslüiic der beiden Pole schneiden. Diese Parallele A M ist in unserem Fall durch den Fix- 
punkt A zu legen, in dem sich die ersten Seiten schneiden. Verlängert man folglich die Seiten I II, 
IIIH...VB des alten Seilpolygons, bis sie die Linie AM in den Punkten I", II". .V" schneiden, so 
gehen durch diese Punkte die Seiten I' 11', II' 111... V'B' des neuen Seilpolygons hindurch und 
können also leicht gezogen werden. 

Es versteht sich von selbst, dass die durchweg gleichgi'ossen Horizontalcumponenten der Span- 
nungen in der neuen Kette gleich C'U' werden und die Verticalcompoiienten derselben jotüt von 
dem Punkte ü', statt U zu rechnen sind. Eben so leicht ist zu ersehen, dass und wie die vor- 
stehenden Betrachtungen dazu angewendet werden können, um bei gegebenen Kräften Pi , P, . . . P, und 
gegebener Lage dei'selben die Kette, an der sie thätig sind, so zu constmiren, dass sie durch zwei 
gegebene Fixpunkte A, ß' hindurchgeht. Nachdem man aus den gegebenen Kräften das Kräftepolygim 
1 2.. 5 conatruirt und einen beliebigen Pol C desselben angenommen hat, zeichnet man das zu- 
gehörige Seilpolygon, dessen erste Seite man sogleich durch den einen Fixpunkt A hindurchlegeu 
kann. Für eine durch den zweiten Fixpuukt B' hindurchgehende Verticale zeichnet man alsdann 
die Schlusslinie AB jenes Sdlpolygons und erhält mittelst der zu ihr durch den Pol C gezogenen 
Parallelen den Punkt T im Kriiftepolygon. Durch diesen legt mau dann die Parallele TN zur Ver- 
bindungalime AB' der gegebenen Fixpuukte und verfiihrt nun weiter genau so, wie es oben an- 
gegeben wurde. 

§ 145. Mitteldruckslinie and Horizontnlschub in Gewölbbögen. — Die letzte Aufgabe 
kommt, in etwas muditicirter Form, insbesondere bei Uewölbbiigen vor. eigentlich bei der C'onatnic- 
tion der Mittcldruckslinie der einen Hälfte derselben (vgl. g 32|, wenn diese an zu zeichnen ist, 
dass sie durch den Scheitel A (Fig. 3'! Taf. XIV) des Gewölbes und durch einen bestimmten Ponlt 
B' des Widerlagers hindurchgeht. Die Kräfte Pi, P,.,.P,g sind die Gewicht« der Lamellea, in 
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welche man sich das Gewölbe nebst der darauf liegenden Belastung zerschnitten denken kann ; sie 
gehen durch die Schwerpunkte dieser Lamellen hindurch. Nachdem man aus diesen Kräften das 
Kräftepolygon Ol 2.,. 10 construirt hat, nimmt man einen beliebigen Horizoutalschub H gleich OC 
im Scheitel an, und construirt hiefilr, also für den Pol C im Kräftepolygon, ein Seilpolygon 
AI 11... XI. Dasselbi; wird natürlich im Allgemeinen nicht durch den gegebenen Punkt B' des 
Widerlagers hindurchgehen und gibt dann eben dadurch zu erkennen, dass man den Honzuiital- 
schub nicht richtig gewählt hat. Bei der richtigen Grösse H' gleich OC desselben, aisu bei der 
Lage des Poles C muss die letzte Seite des Seilpolygons durch B' gehen. 

Nun schneiden eich die gleichvielten Seiten der zu C und C gehörigen Seilpolygone auf einer 
zu CC parallelen Linie, welche durch den ihnen gemeinschaftlichen Punkt I hindurchgeht, also 
auf der Scheiteltangente AD, Sucht man daher die Schnittpunkte II", IH",..K" der Polygonseiten 
II lll, III IV.., XB mit jeuer Linie, so gvht zunächst die letzte Seite XN-I' des neuen Polygons 
darch die Punkte X" und B' liindurch und ist folglich bestimmt. Eine Parallele zu ihr durch den 
Punkt 10 im Kräftepolygon schneidet auf der Horizontalen durch den Anfangspunkt desselben 
den richtigen Horizontal schuh OC ab. Das zu diesem gehörige Seilpolygon oder die Druck- 
linie AI ir III'-. .XB' ist dann leicht mittelst der übrigen Punkte IX", VIII", VII'., ,11" zu 
ziehen. 

Der Balken. 

<} 146. Der Balken und die von aussen auf ihn einwirkenden KrHfte. — In den 

folgenden Paragraphen werden wii' uns mit Trägern bestbäftigen, die eine verticale Längs-Symmetrie- 
ebene hesit/en, oder welche, wie mau sich häutig kürzer ausdrückt, in einer Verticalebene liegen. 
Mit ihren beiden Enden, und nur mit diesen, sollen dieselben auf U o te r stütz ungs punkten, die sich 
in gleicher Höhe betinden, frei auHiegen, so dass auf diese Stutzpunkte nur vertical abwärts gerichtete 
Drückungen ausgeübt werden können. Die Belastung dieser Triiger werden wir bald als stetig über 
ilieselben vertheilt, bald als in einzelneu Punkten concentrirt voraussetzen, welch' letzteres z. B. bei der 
Belastung einer Brücke durch einen tjisenbalinzug, der in den Berührnngspunkten der einzelnen 
Kader auf ihr ruht, der I'all ist. 

In unseren Figuren werden wir die Träger als prismatisch, von durchweg gleichem Querschnitt, 
voraussetzen. Solche Träger nennt man einfach „Balken'. Doch lassen sich die folgenden Be- 
trachtungen leicht auch auf Träger von verschiedenen Querschnitten anwenden, 

§ 147. Balken, auf den bloss concentvirte Kräfte wirken. - Für den Fall, dass bloss 
conceritrirte Kräfte P,.P.,..P, (^Fig. 15Taf.IV) auf einen Balken wirken, haben wir alles, was über 
deren Zusammunsutzung. dann Zerlegung in die AuUagerdrüike, sowie über die Summe der ausser- 
halb eines Querschnitts wirkenden Kräfte und endlich über die Drehungsmomente derselben um 
irgend einen Punkt, oder eigentlich um eine Ilnrizontalaxe des Querschnitts zu sagen ist. berL'its in 
■^1 §§ ^■' iiiid 04 ubgchaiidelt, auf welche hier ausdrücklich verwiesen wird. 
■ § 148. Balken, auf den bloss eine stetig vertheilte Last wirkt. - Wenn mif einem 
I Balken AB (Fig, ;J5, Taf. XIII) eine stetig veitheilte Last liegt, so wird das Gesetz der Vortheilung 
derselben am besten dadurch ausgedrückt, dass man über dem BaikcQ, als über einer Abscissenaxe, 
eine Curvo ach zeichnet, deren Oidinaten je gleich der Belastung pro Längeneinheit sind, welche 
auf diejenige Stelle des Balkens ti-itft, wo sich der Fusspunkt der Ordinate befindet. Diese Curve 
nennt man kurz .Belastungacurve" ; ihr Flächeninhalt, d. h. die zwischen ihr, der Abscissen- 
axe und den äusserstun (Jrdinaten enthaltene Flache, in der passenden Einheit ausgedrückt, ist 
, offenbar gleich der Gesammlbelastung des Balkens. Die auf irgend ein Stück desselben treffende 
l'liast ist gleich derjenigen Fläi-he, welche zwischen den beiden Eodordinaten dieses Stückes einer- 
äts and zwischen der Belastungscurve und der Abcisseuaxe andererseits gelegen ist. Kurz, man 
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kann sich vorstellen, daes der ganze Balken AR die überall gleichdicke uad homogene, mateneSa j 
Fläche AacbB, deren Gewicht gleich der (lesammthelastiing ist, zu tragen habe. j 

Das Seilpolygon für eine solche stetig vertlieilte Belastung geht natürlich in eine Curve, die 
Seilcurve über. Man erhält dieselbe anniiliei'nd , wenn man sieb den Bollceu in eine grössere 
Anzahl gleicher Stücke gctheilt denkt und die auf diese trelleudea Belastungen in ihren Schwer- 
punkten vereinigt. Diese Belastungen werden durch die den Theilen des Balkens entsprechenden 
Stücke der Fläche AacbB dargestellt, und ihre Schwerpunkte liegen in den Verticalea, welche 
dnrch die Schwerpunkte jener Flächenstflcke hindurchgehen. Für den Fall, daas man die Theile 
des Balkens klein genug nimmt, können die entsprechenden Flächenstücke als Trapeze betrachtel 
und darf aiigeiiommen werden, dass deren Schwerpunkt in der Verticalliuie liegt, welche mitten 
zwischen ihreji verticalen Farallelseiten gezogen wird. Und wenn man. wie schon bemerkt, den 
Balken in gleichgrosse Stücke theilt, so sind die mittleren Parallelen der Trapeze deren Inhalten 
proportional, und also auch proportional den Belastungen, welche in ihnen concentrirt werden. 

In Fig. 35 theilten wir die Balkeulänge in lU gleiche Theile. deren Mitten mit 1, 2...1U be- 
zeichnet wurden. In den durch sie hindurchgehenden Verticalen dachten wir uns Kräfte Fi, P, ... 
P,„ wirken, proportional mit den in ihnen liegenden Ordinalen der Belastungscurve. Wir nahmen 
je ein Viertel dieser Ordinalen und trugen sie zu dem Kräftepolygon 1 2 3 ... 10 in Figur 35' 
zusammen. Für den Pul C desselben construirten wir dann auf die bekannte Weise das Seilpolygou 
I II... XXI. hier die angenäherte Seilcurve. 

Für diese gilt jmn alles das, was in den §§ 39 und 54 in Bezug auf das Seilpolygon gesagt 
wurde. Wenn mim die Schlusslinie A' B' zieht, und durch den Pol C des Kraftepolygons die 
Parallele CT dazu, so theilt diese die Kräftesumme 10 in die beiden AuHagerdrücke OT und T 10. 
Wenn diese beiden Kräfte im entgegengesetzten Sinne iu den Uuterstützungsp unkten am BuUcen 
angebracht werden, so wird dieser dadurch ins freie Gleichgewicht gesetzt; das Kräftepolygon 
T012...91()T sowohl, als das Seilpolygon A' III..,IX XB' A' schliessen sich. 

Für irgend einen Querschnitt y des Balkens erhält man die Summe der ausser ihm, und zwar 
links von ihm gelegenen Kräfte, wenn man durch den Punkt ij, wo die durch ihn gelegte Verticale 
die Seilcurve trifft, eine Tangente i^« an diese zielit und durch den Pol des Kräftepolygons eine 
Parallele CT dazu. Die Strecke T 7, welche zwischen dem Schnittpunkt der letzteren mit der Ki-äfte- 
liiiie und dem Theilungspunkt T. dem Anfangspunkt des oben genannten geschlossenen Kraftepolygons 
liegt, ist. in dem Sinne von letzterem zu ersterem Punkt genommen, die gesuchte Summe oder die l 
.Transveraalkraft" des Quei-schnitta y. Ihre Lage ist dadurch bestimmt, dass sie durch den 
Schnittpunkt a der obigen Tangente an die Seilcurve mit der Srhiusslinie .\'B' hindurchgehen 
muss, durch den Üurchschnittspunkt der äussersten Seilpolygon sc iten B'A' und <,a. — Für die 
andere, rechte Seite des Querschnitts erhiilt man die genau gleiche, aber in derselben durch a 
gehemlen Verticalen entgegengesetzt liegende Transversalkraft, weshalb wir in der Folge immer nur 
von einer Seite des Querschnitts sprechen wollen, von derjenigen, von welcher her die Kräfte ge- 
zählt und im Kräftepolygon aufgetragen werden, — Die grössten Werthe für die Transversslkräftc 
gehen ciffenhar die Querschnitte Ober den Autlagerpunkten A und B, Diese Werthe sind TO 
und hezw. T 10. 

Das Gesammtdrehungsmoment der ausserhalb des Querschnitts y wirkenden Kräfte um einec^ 
Punkt oder vielmehr um eine Horizontalaxe in diesem Querschnitt wird durch den Abschnitt mmy 
repräsentirt , welcher zwischen der Schlusslinie A' B' und der Seilcurve auf der Verticalen liegfc.» 
welche durch den Querschnitt hindurchgeht. Es ist auf eine Momentenbasis, gleich der senkrechte »3. 
Entfernung des Poles C im Kräftepolj"gon von der Kräftelinie, reducirt. Den gefährlichen Quer- 
schnitt, in welchem das Urehungsmoment der ausser ihm liegenden Kräfte am grössten ist, findet 
man, indem man eine Taugente parallel zur SchlussUoie A' B' au die Seilcurve legt. Der gesuclLta 
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und hat dann schliesslich nur die beiden Resultate oinfach zu einander hiiizuzufügi'U. So wunK', 
wie schon in § 148 heachriebefl, in fig, 35 aus der stetig vertheilten Belastung das Kräfte- 
polygou 12...C und das Seilpolygnn A'III...B' construirt. Eben so wird man bierauf ilie 
concentrirten Kräfte in ein Kräftepol)'{|;oii 0' 1' 2' 3' 4' zusammentragen und den Pol C" desselhon, 
der gleichen Mnmenti'nbasis halber, in derselben Entfernung von der Kräftelinie annehmen, wie 'loii 
Pol C im ersten Kräftepolygon, sonst aber vorläufig beliebig. Zeichnet man alsdann das lugehÖriBP 
Seilpolygon A'I"U"...B" und dessen Schhisslinie A'B", sowie die Parallele CT' dazu, so folgt: 
der gesammte Autiagerdruck in A ist OT + 0"T'. der in B gleich T 10 + T'4'. Von gleickr 
Grösse, aber entgegengesetztem Sinne sind die Aufiager- Reaktionen dortselbst. Letztere, an dem 
Balken angebracht, setzen ihn ins freie Gleichgewicht. — Für irgend einen Querschnitt y ist die 
Summe der ausser ihm thiitigen Kräfte zusammengfset^t aus den beiden Componenten : T7, welche 
durch den Durchschnittspunkt ", und T'3', welche durch den Durchschnittspunkt a" der betr. 
äuBsersten Seilpolygonseiten hindurchgeht. Um diese Componenten mit einander zu verbinden, 
construirt man das Kräfte polygon T7(iC aus ihnen, indem man 7 b gleich T'3' macht, und alsdann 
das zugehörige Seüpolygon Onß-/. durch dessen Schnittpunkt ;• der äussersten Polygonseiten dio 
fragliche Resultante hindurchgehen muss. Diese Construction würde selbstverständlich die nämliche 
bleiben, wenn die beiden Schnittpunkte a und a" auf verschiedene Seiten des Balkens fallen würden, 
wie dies möglich ist. Die Componenten würden daini entgegengesetzten Sinn haben und mlissten 
subtrahirt werden, um ihre Resultante zn erhalten. 

Das gesammte reducirte Drehungsmoment der ausserhalb des Querschnitts y thätigen Kräfte 
ist gleich der Summe der Abschnitte m i; und m " ij". welche auf der durch ihn gezogenen Verticalen 
zwischen tlen Schlusslinien und bezw. der Seilcurve und dem Seilpolygon liegen. Der gefährliche 
Querschnitt liegt da, wo diese Summe ein Maximum wird. Im diese Summirung der Abschuitte 
leicht vornehmen niid damit den M ax i malm omenten- Querschnitt aufsuchen zu können, ist es vor- 
theilhaft, statt des Polygons A r'H'...B" ein anderes zu zeichnen, dessen Schlusslinie mit A' B' 
zusammenfällt. Dies kann nacJi § 144 leicht geschehen. Zieht man durch den Punkt T' des Kräfte- 
polygons 0' 4' C" eine Parallele T C zu A'B', und tiimmt man darin den Punkt C ao an, dass 
er von der Kräftelinie dieselhi- Entfernimg, gleich der Momentcnbasis. bat. wie die Pole C " und (Ä 
so ist ( >' 4' C das neue Kräftepolygon und das zugehörige Sellpolygun A' I' 11' . . . B' leicht n 
zeichnen. Man kann dabei den Satz benützen, dass sich seine und die gleichvielten Seiteu äei 
Polygons A' I" 11 " . . . B" auf der durch A' gehenden Verticalen schneiden müssen. Nun repräsentirt 
der Abschnitt »/ 1, zwisihen der Seilcurve und dem Seilpolygon auf der durch den Querschnitt J 
gezogenen Verticalen das gesammte reducirte Di elinngsmoment der ausser ihm wirkendcu KrSft«; 
und man tiiidrl mit dem Zirkel leicht die Stelle, wo dieser Abschnitt ein Maximum wird, d. h. wf 
der gefjthrliche Querschnitt liegt. Als Anhaltspunkt hiefiir mag die Bemerkung dienen, dass derselbe 
nothwendig immer zwischen die Maximalmomenten -Querschnitte, welche einzeln für die continuirliohf 
und für die concentrirte Belastung auf bekannte Weise gefunden werden, zu liefen kommt oder mit 
einem der letzteren selbst zusammen fiillt. Im Falle der Fig. .35 fallt <ler gefahrliche QuerBcbmU 
mit dem Maximalmonienten-fjuerschnitt der concentrirten Kräfte zusammen, der hei 2' liegt. 

$ 151. Andere Metbode, nin die im vorigen Paragraphen heliandelteii Aufgaben zn 
lösen in dem Falle, wo die continairliche Belastung gleichinäs<iig vertheilt ist. — I» 
dem Falle, wo die continuirliche Belastung gleiehraässig vertheilt ist. kann man die im voiigen^ 
1 Unterauchungen auch durchführen, ohne eine Curve zeichnen zu müssen. Da dies hiebet 

whlagende Verfahren namentlich bei Aufsuchung des gefährlichen Querschnitts sehr rasch tom 
Ziele führt, so möge es hier kurz noch beschrieben werden. 

Wenn man auf der Länge des Balkens als Abscisseuaxe Ordinate» errichtet, gleich der Suiumi- 
der ausserhalb des betreffenden Querschnitte wirkenden Kräfte, so ist die Verbindungslinie der Emi- 
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Sätzen zu beurtheilen, die wii' echua im § 160 befolgt haben: man zeichnet nämlich für die neue 
Kraft ein eigenes Kräfte- und Seilpolygon und fügt die sich ergebenden Kratze und Momente für 
irgend einen Querschnitt den schon vorhandenen einfach bei. 

In Fig. 37 Taf. \IV haben wir angeDommen, dass zu den auf den Balken wirkenden stetig 
vertheilten und conceutrirten Kräften eine neue Kraft hinzukomme, indem sie etwa von links Über 
das Ende A des Balkens hereintritt. Das Kräftepolygon für dieselbe sei O'l'C (Fig. 37") und die 
Entfernung des Poles C in demselben von der Kräftelinie, die Momeutenbasis, ao gross wie in 
Fig. 37". Für irgend eine Stellung P', dieser Kraft ist alsdann Ä'I'B" das Seilpolygon, und die zu 
seiner Schlusshnie A'B" gezogene Parallele CT in Fig. S~' theilt die Kraft 0' 1' in die beiden 
Stücke O'T' und T' 1', welche den schon vorhandenen Autiagerdi'ücken hinzugefügt werden müssen. 
Die Au Hag er -Reaktionen vergrössern sich also in Folge des Hinzutretens der neuen Kraft in der 
Stellung P; um T'O' in A und l'T' in B. 

Nehmen wir nun zunächst einen Querschnitt y, für welchen die Kraft P', auf derjenigen seiner 
beiden Seiten liegt, wo sieb der den ursprünglichen Kräften entsprechende gefährliche Queracbnitt 
2 nicht befindet, so erleidet die Summe der ausserhalb dieses Querschnittes wirkenden Kräfte zu 
beiden Seiten desselben folgende Aenderungen, Auf derjenigeri Seite des Querschnitts, wo die Kraft 
P', liegt und folglich der gefiihrliche Querschnitt nicht, wo also jcdg Summe ursprünglich eine auf- 
wärts gerichtete Mittelkraft ist, kommt die nach abwärts gerichtete Kraft T'l' (gleich T'O' +0' 1', 
algrehraisch genommen) hinzu, die fragliche Kräftesumme wird also verkleinert. Auf der andereu 
Seite des Querschnitts y, wo der gefahrliche Querschnitt liegt, wo also jene Kräftesumme ursprüng- 
lich abwärts gerichtet ist, kommt die aufwärts gerichtete Kraft l'T' hinzu, absolut genommen tiitt 
also wieder eine Verkleinerung der fraglichen Kräftesumrae ein, und zwar in demselben Betrag wie 
auf der andern Seite. Das Gesammtdrehungsmoment der ausser ihm liegenden Kräfte wird aber 
zu beiden Seiten des Querschnitts, absolut genommen, vergrössert, und /wai' um den Abschnitt m'i/. 
Beide Veränderungen, die der Kräftesumme zu beiden Seiten des Querschnittes und diejenige der 
Drehungsmomente, werden um so grösser, je näher die Kraft P', dem Querschnitt y rückt, ohne ihn 
zu überschreiten, also am grössten. wenn P', Über dem Querschnitt y selbst steht. 

U eberschreitet die neu hinzugetretene Kraft den Querschnitt y, so befindet sich dei'seibe unter 
den nämhchen Umständen, wie z. B. der Querschnitt z in Bezug auf die vorige Stellung P', der 
neuen Kraft: diese liegt mit dem gefährUcben Querschnitt 2 auf der nämlichen Seite des Quer- 
schnittes z. Auf dieser Seite wird der ursprünglich schon abwärts gerichteten Kräftesumme die ab- 
wärts wirkende Kraft T'l' (nämlich T'0'-}-0'l') hinzugefügt, sie wird also absolut vergi-iissert; zu 
der auf der anderen Seite des Querschnitts liegenden, aufwärts gerichteten Kräftesumme kommt 
aber die aufwärts gerichtete Kraft l'T' hinzu, sie wird also gleichfalls absolut vergrössert; eben so 
nimmt das Drehungsmomcnt der ausserhalb des Querschnitts z liegenden Kräfte auf beiden Seiten, 
absolut genommen, zu, uud zwar um den Abschnitt n'i". Diese Aenderungen werden wieder um 
so grösser, je näher P', an den Querschnitt rückt, am gi-össten dann, wenn sie über ihm steht. 

Wenn folgli(;b eine Last Über das eine Ende eines Trägers hereintritt, so vermindei-t sich 
absolut genommen die Summe der Transversalkräfte in allen zwischen ihr und dem ursprünglichen 
geffihrlichen Querschnitt liegenden Querschnitten, vergrössert sich dagegen in den jenseits des ge- 
fährlichen Querschnittes befindlichen, während die Drehungsmomente für säramtliche Querschnitte 
sich vergrössern. Diese Aenderungen nehmen für jene Querschnitte sowohl, als auch für diese zu, 
wenn ihnen die Last näher rückt, für diejenigen Querschnitte also, welche sich diesseits des ge- 
fährlichen befinden, wird die Summe der Transversatkräfte absolut genommen am kleinsten, das 
Drehnugsmomenl aber am grössten. wenn die Kraft über ihnen steht. Sobald aber die Last einen 
solchen Querschnitt überschreitet, springt die Summe der Transversalkräfte auf einmal von einem 
kleinsten in einen grössten Wertb über und nimmt bei weiterem Fortschreiten der Last ab, wie, 
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Drehunggmoraente auch. Für die jenseits des gefäbriicbeii QueiscLnitts liegenden Querschnitte 
nimmt die Kräftesumme absolut zu, sowie auch das Drehungsmoment, je näher ihnen die Last 
rückt, und beide erhalten einen grössten Werth, wenn die Last Über dem betr. Querschnitt steht. 
Mit dem Ueberschreit^n desselben springt jener grösste Werth für die Transversalkräfte auf einmal 
in einen kleinsten über und nimmt dann bei weiterem Foi-tschreiten der Last wieder zu, das 
Drehungsmoment dagegen ab. 

Da beim Heieintreten einer Last auf einen Träger die Summe der Traasversalkräfte für die 
diesseits der geiahrlicUen liegerjden Querschuitte kleiner, für die jenseits gelegenen grösser wird, der 
gefahrliche Querschnitt der gcsammten Belastung aber immer da liegt, wo jene Kriiftesumme Null 
ist, so folgt, dass der gei^ihrliclie Querschnitt im Allgemeinen einer vom einen Ende hereintreteuden 
Last entgegenrückt. Beide werden sich also an einer bestimmten Stelle treffen. Ueber diese 
hinaus wird der gefährliche Querschnitt die fortschreitende Last, indem er sich wieder rückwärts 
bewegt, begleiten, wird mit ihr seine ursprüngliche Stellung überschreiten und ihr bis dahin folgen, 
wo er mit ihr. wenn sie von der anderen Seite kommen würde, zusammentreffen müsste. Von 
da an kehrt bei weiterem Fortschreiten der Last der gefahrliche Querschnitt wieder zurück, um 
an seiner ursprünglichen Stelle wieder anzukommen, wenn die Last auf der anderen Seite den Träger 
Terlässt. 

Es ist gewiss interessant, die beiden Stellen kennen zu lernen, wo der entgegenrückende ge- 
fährliche Querschnitt mit der Last zusammentrifft, und wo er sie wieder verlässt, und dies kann 
mit Hülfe des Kräftezuges A* 1' 1"2'2"... 4"B'| in Fig. 37'' Taf. XIV sehr leicht geschehen, voraus- 
gesetzt, diiss wie dort die stetig vertheilteu Kräfte auch gteichmässig vertheilt sind. Wenn die 
Kraft P',, über A hereinkommend, eben nach l' gelangt ist, so erhält man die beiden Tlieile, in 
welche sie sich auf die beiden Auflager vertheilt. auch dadurch, dass man am entgegengesetzten 
Ende B des Trägers senkrecht auf ihn die Strecke TE gleich P, aufträgt und durch den Durch- 
Hchuittspunkt der Verbindungslinie A„E mit der durch l' gehenden Verticalen eine Horizontale A'^B^ 
zieht. TBj ist dann der von P', herrührende Auflagerdruck oder auch die Auflager-Reaction in B. Die 
gesammte Auflager-Reaction an diesem Balkenende ist nun folglich ß\,ß\, und der ganze jenseitige 
Kräftezug von B', bis 1'" kann unverändert bleiben, wenn man nur einfach die Abscissenaxe von 
A»T nach A'^B'^ hinaufrückt. Der gefahrliche Querschnitt, welcher wieder durch den Schnittpunkt 
des Kräftezuges mit der Abscissenaxe erhalten wird, ändert hier in Folge des überwiegenden Ein- 
flusses der Kraft Pi seine Lage nicht; er kommt der Kraft P, nicht entgegen, sondern erwartet sie, 
bis sie bei 2 über ihm steht, und die neue Ab8ci9ena.xe, bestimmt durch den Schnittpunkt des 
Kräftezuges mit ÄoE, die Lage A'^B,j hat. 

Wenn dagegen die Krall P',, von B hereintreteod, etwa nsu-h z gekommen ist, so wird die Art 
und Webe, wie sie sich auf die Auflager vertheilt, bestimmt, indem man wiedtir auf der entgegen- 
gesetzten Seite AuE' gleich P, aufträgt und durch den Schnittpunkt der Verbindungslinie ET mit 
der durch z gezogenen Verticalen eine Horizontallinie A^ B^' zieht. TB'j' ist dann gleich der Ver- 
größerung der Auflager-Reaction durch die Kraft P', an der Stütze Ä und der ganze jenseitige 
Kräftezug A',!' 1" . . . bis z' kann unverändert bleiben, wenn die Abscissenaxe von AoT nach A|j'B„ 
heruntergerückt wird. Dieselbe durchschneidet den Kräftezug in s', entsprechend dem Quei-schnitt 
Xa oder x, und dies zeigt, dass der geiahrliche Querschnitt der über B hereinkommenden Kraft P', 
von 2 bis x entgegenkommt, wenn diese bis z hereinrückt. Bei weiterem Fortschreiten der Kraft 
P, rückt ihr der gefährliche Querschnitt noch mehr entgegen, und beide treffen sich offenbar an der 
Stelle v„ oder v, welche in der Verticalen liegt, die durch den Schnittpunkt v' der Verbindungslinie 
E' T mit dem Kräftezug hindurchgeht. 

Um also die oben besprochenen Kwei interessanten Punkte zu finden, hat man nichts weiter 
thun, als in der Fig. 37'', die auf bekannte Weise (§ 161) aus den ursprünglichen Belastungen 
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gezeichnet wurde, an beiden Enden der AbscisBcnaxe AoT und seukrecht auf diese die ueu hinzu- 
kommende Last abzutragen, und zwar im ent|^egengrsi?tzten Sinne der dort beHiidlichen Ordiiiaten. 
Verbindet msin dann die Endpunkte dieser abgetia^enett Stücke mit den jenseitigen Absc^issenaxen- 
Enden, und sucht die Schnitt punkte mit dem Kräfbezug auf, so liegen die gesuchten Stelleu in den 
Verticalen durch diese Schnittpunkte. 

§ 163, LocomotiTen-Züge als Belastung von Brückenträgern. — üoncentrirte Kräfte 
kommen in den Anwendungen in der Regel in finer bestimmten Reihonfulge vnr. So z. B, diejenigen, 
welche bei einem Eiaenbahnzug oder bei einem Fraihtwagen in den Bc r ü hm ngs punkten der Räder 
mit den Schienen oder mit der Strassu wirken und in dieser Weise auf die Träger einer Eisenbabn- 
oder Strassenbrücke ausgeübt werden. In einem solchen Falle entsteht dann die Aufgabe, die Wirkung 
näher zu untersuchen . welche der Eisenbahnzug , um beim ersten Beispiele stehen zu bleiben , auf 
den Träger ausübt in den veischiedenen Stellungen, welche er während des UeberfDbrens aber 
denselben möglicherweise einnehmen kann. 

Man führt diese Untersuchungen am besten su durch, daas man aus den gegebenen und in 
gegebener Reihenfolge geordneten verticalen Kräften das Kräfte- und Seilpolygon construirt, und in 
letzterem längs einer beliebig angenommeneu horizonbvlen Linie den Träger, d. b. eine Strecke gleich 
dessen Spannweite, verschiebt, um ihm so nach und nach die Lagen gegen jene Kräfte zu geben, 
welche umgekehrt diese gegen ihn während der Bewi-gnng des Zuges annehmen. 

Die bedeutendste möglicherweise vorkommende Belastung von KisenbahnbrUcken bilden Züge 
von Locomotiven, von denen man natürlich die schwerste Art den Berechnungen der Dimensionen 
eines Brückenträgers zu Grunde legen muaa. Als Norm für solche schwere Maschinen wird gewöhnlich 
die sogenannte Engerth'sche Locomotive genommen. Die Dimensionen derselben, so weit sie hier ia 
Betracht kommen, und die Vertheilung des Geäummtgewichtea auf die einzelnen Axen geben wir in 
folgenden abgerundeten Zahlen. Die Abstände der drei Locomutivaxen unter einander betragen je 
1,10", deijenige der beiden Tenderaxeu ist 2,50'". Die vordere Tenderaxe ist von der hintersten 
Locomotivaxe um 1,20"' entfernt, das Ende des vorderen Pulfers au der Locomotive von deren 
Vorderaxe um 2,5U"', das Ende des hinteren Puffers am Tender von der hinteren Tenderaxe ura 
2,20"". Die Gesammtlänge der Locomotive mit Tender ist alsu lO,»»"'. Jede Locomotivaxe ist mit 
1.3* (a lÜOC*«), jede Tenderaxe mit 8,5' belastet. 

In Fig. 38 Taf. XV wurde angenommen, dass zwei solche Locomotiven, mit ihren Kaminen 
gegen einander gekehrt, zusammengestellt worden seien und alsdann das Kräfte- und Seilpolygun 
construirt; in Fig. 40 Taf. XVI geschah dasselbe für einen Zug der gleichen Locomotiven, die 
unmittelbar auf einander folgend ihre Vorderseiten nach links hin kehren. Die in den Berührungs- 
punkten der Räder wirkenden Belastungen sind in beiden Figuren, in der Reihenfolge von link» 
nach rechts, mit Pi, Pt... bis P„, bezw, V,a bezeichnet. Der Längenmassstab ist in Fig. 38 Taf. XV 
i™ =; 1'", der Kräftemassstab 1'^'"=: 10'. Die Kräfte liegen bei der in dieser Figur getroffenen 
Anordnung symmetrisch um einen Mittelpunkt, den Zusammenstoaaungspunkt der beiden Vorderpuffer 
an den Locitmotiven. Der Pol im Kräftepolygou wurde desshalb der Mitte der Kräftelinie gegen- 
über angenommen, und das Seilpolygon konnte so gezeichnet werden, dass seine äussersteu Seiten 
durch die beiden Hinterpuffer der Tender gehen, und dass es symmetrisch um eine Mittellinie liegt. 
Die Entfernung des Pols von der Kräftelinie ist 5"° und daher der Massstab für die Momente 
l™ ^ 50""* (Metertonnen). In Fig. 40 Taf. XVI ist der Längenmassstab ^™ =^ !"■ und der Kräfte- 
masatab ^'^ ■= 10'. Die Entfernung des Pols im Kräftepolygon von der Krflftelinie beträgt 
ö™ = IC" oder UX)'. Der Momentenmassstab ist folglich J™ = 100"". 

Bei den oben angedeuteten Unterauchungen werden wir in den Figuren 3H^ Taf. XV und 
40^ Taf. XVI die Spannweite lünga der Horizontallinie XX verschieben. Wenn dann für : 
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eine Stellung dieser Spannweite, z, B. ss in Fig. 40'*, wo also die 13 Räder P, bis Pi, auf ihr 
Htehen, Vertieale durch ihi'e Eudpunkte gezogen werden, so ist die Verbindungslinie der Scbnitt- 
punkte na dieser Verticalen mit dem Seilpdlygtm die Schlusslinie des zugehörigen Theils des letzteren. 
Eine Parallele zu derselben durch den Pol des Kräftepolygons theüt folglich die Summe der Lasten, 
welche auf jenen Rädern ruhen, in die beiden Theile, in welchen sie sich als Auflagerdriiclte auf 
die beiden Stützpunkte überträgt; daraus folgt dann sehr leicht die Summe der ausserhalb eines 
gegebenen Querschnitts wirkenden Kräfte; und deren Drehungsmoment endlich um irgend einen 
Punkt oder vielmehi- um eine horizontale Queraxi' des Querschnitts ist gleich dem Abschnitt, welcher 
auf der durch den Querschnitt gezogenen Verticalen zwischen jener Schlusslinie und dem Seilpolygon 
liegt. Wir werden in der Folge der Kürze halber jene Kräftesumme für einen gegebenen Querschnitt 
. Summe der Verticalkräfte" und dieses Dreburigsmumeiit einfacli das _ Drehinigsmoment für den 
lietielTenden Querschnitt" nennen. 

ti 154. Parabel, welche von der Hchlnsslinie des Seilpolygtms iiiuhüllt M'ird. während 
sieh ein Zag von einer bestimmten Anzahl Axen über einen Träger von gegebener 
Spannweite bewegt. — Während bei der Verschiebung der Spannweite längs der Horizoutal- 
linie XX (Fig. ^'6^ Taf. XV und Fig. 4iJ'' Taf. XVI) die Endpunkte der Schlusslinie auf den iiUm- 
lieben beiden Seilpidygonseiten bleiben, s" dass also weder eines von den eben auf dem Träger 
befindlichen Uädern über denselben hinausrollt. noch ein neues auf ihn aufläuft, uinhollt jene 
Schlusslinie nach einem bekannten geometnschen Satz eine Parabel. Diese Parabel hat einige, für 
die nachfolgenden Untersuchungen wichtige Eigenschaften , die wir mit Hülfe der Fig. 39 Taf. XV 
erläutern wollen. In derselben sei XX wieder die horizontale Linie, länge welcher die Spannweite 
verschoben wird, «M und cN seien die beiden änssersten Seil|iolygonseiten, auf denen dabei die 
Endpunkte der Scblusslinie fortrücken. Für irgend eine Lage ss der Spannweite ist folglich aa die 
zugehörige Schlusslinie, t'm deren Berührungspunkt ß mit der umhüllten Parabel zn tioden. gehen 
wir von der Stellung s„s. der Spannweite aus, in welcher ihre Mitte c„ in die Verticalünie fallt, 
welche durch den Schnittpunkt ti der änssersten Polygonseiten geiit. In dieser Stellung berührt die 
zugehöiige Scblusslinie <in<J,. die umhüllte Parabel in ihrem Halbii-ungspunkt vt., und hat die Eigen- 
schaft, dass sich auf ihr die Halbirungsp unkte aller übrigen Tangenten befinden, vorausgesetzt, dass 
diese nur bis an die änssersten Polygon selten «M unil «N gezogen werden. Eine Verticale durch 
den Mittelpunkt c der Spannweite in ihrer Stellung ss geht folglich durch den Schnittpunkt y der 
beiden Schlusslinien <ia und ö„i;„ hindurch. Von diesem Schnittpunkte aus gehen zwei Tangenten 
an die Parabel, deren Berührungspunkte so liegen, dass die durch sie hindurchgezogenen Verticalen 
beiderseits gleich weit von der Verticallinie cy entfernt sind. Macht man folghch ch gleich cc,, 
BO liegt in der durch b gezogenen Verticallinie der Berührungspunkt ^i der Tangente oü. 

Umgekehrt, will man diejenige Stellung ss der Spaiuiweite finden, in welcher die Verticallinie 
durch einen gegebenen Punkt b (Querschnitt) derselben die zugehörige Schlusslinie in ihrem Be- 
rührungspunkt mit der Parabel trifft, so muss die Mitte c der Spannweite mitten zwischen der 
Verticalen nc„ durch den Schnittpunkt der äussersten Polygonseiten und jenem Querschnitt gelegen 
sein; man hat folghch c»b (links) gleich bs (rechts) zu machen. 

Wenn man die Spannweite aus dieser Stellung ss fortrückt und zugleich mit ihr den Quer- 
schnitt b, durch den man immer Verticallinien zieht, so liegen die Schnittpunkte aller dieser Vertical- 
linien mit den zugehörigen Schlusslinien auf der Tangent* oti. Wenn also h, als solcher Schnitt- 
punkt betrachtet wird, b,b| also die zugehörige V'erticale ist. so muss der Querschnitt b von b 
nach b, gerückt sein und um eben so viel die ganze Spannweite von ss nach s,s,, woss, ^bb^ 
ist. Aber h\ ist natürlich jetzt nicht mehr Berührungspunkt der Scblusslinie w, (f, luil der Parabel. 
Derselbe, d,, muss erst auf die oben schon eroiterte Weise gefunden werden. Der KUrze halber 
werden wir diejenige Scblusslinie, welche von der Verticalen durch einen Querschnitt in ihrem 
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Berührungspunkt mit der Parabel getroffen wird, die diesem Querschnitt zugeordnete Sebluss- 
linie nennen, und mnceVehrt jenen Qnerechnitt den der Srhiusslinie zugeordneten. 

•i 155. OrehmigsmomuDte, welche ein Zug; von bestimmter Anzahl Axen in den ver- 
schiedenen Querschnitten eines TrSgers v«m gegebener Spannweite hervorbringt, wtthrend 

er sicli über den Träger bewegt. — ludem nmn sich vorstellt, dass eine hestimmte Itelhe 
gegebener cuncentrirter Kräfte, belastete Itader alsn, um bei obigen Beispielen stehen zu bleiben, auf 
einem gegebenen Träger verschoben werden, sind es besonders folgende Fragen, deren Beantwortung 
lar die Berechnung der Dimensionen des Trägers von Wichtigkeit ist, 

1. Wenn eine bestimmte Anzahl von Rädern auf einem Träger von bestimmter Spann- 
weite verschoben werden, so dass keines über einen der Stützpunkte hinaasrückt. aber ancb kein 
neues auf den Träger aufrollt: hei welcher Stellung findet für einen gegebenen Querschnitt das 
gnisste Drehungsmoment der misser ihm wirkenden Kräfte statt, und wie gross ist es? 

2. Bei welcher Stellung des Zuges findet], unter denselben Voraussetzungen wie oben, unter 
einer bestimmten Stelle desselben, d. b. für den Querschnitt, über welchem sie steht, das grösste 
Drehungsmoment statt ? 

3. Wie gross ist überhaupt, immer unter denselben Voraussetzungen wie bi-i 1. und alle die 
verschiedenen Querschnitte mit einander verglichen, das grösste vorkommende Maximalmoment: in 
welchem Querschnitt und bei welcher Stellung des Zuges findet es statiy 

4. Wenn von vorn herein die Anzahl der Räder, welche auf den Träger zu stehen komuen 
sollen, nicht bestimmt ist, wie viel sind auf denselben zu bringen, und welche Stellung ist denselben 
zu geben, damit das Drehungsmoment im jeweiligen gefährliche» Querschnitt am grösston vrird? 
Wo liegt dann dieser Querschnitt, welche Stellung nimmt der Zug ein, und wie gross ist jenes gröast« 
Maximalmomeut';' 

Die drei ersten Fragen sind leicht mit Hülfe der im vorigen § enirterten Eigeascfaaften d(T 
l'arabel zu beantworten , welche von den Sehlusslinien des Seilpolygons für die gegebenen Krüfi« 
umbullt wird, während diese Kräfte tlber die Spannweite verschoben werden oder die SpannweiU 
unter ihnen. 

Denken wir uns behufs Beantwortung der ersten Frage die gegebene Spannweite, indem«« 
längs einer HorizontalHnie XX (Fig. 3S) Taf. XV) im Seilpolygon verschoben wird, in solcher Lagess 
gezeichnet, dass die vom gegebenen Querschnitt b herabgelallte Verticale die zugehörige SchlusslinJe 
in ihrem Berührungspunkte ß mit der Parabel schneidet, dann liegen auf dieser, dem Querschnitt b 
zugeordneten Schlusslinie alle die Schnittpunkte, in welchen bei den anderen Stellungen der 
Spannweite die vom gegebenen Querschnitt herabgefallten Verticalen die zugehörigen Sehlusslinien 
treffen. In diesen Verticalen . zwischen den betreffenden Sehlusslinien und dem Seilpolygon , liege" 
aber die reducirten Drehungsmomente für den Quei-schnitt in seinen verschiedeneu Lagen. Das grössW 
dieser Momente ist also dasjenige, welches gleich dem grössten Abstand ist, der, vertical gemessen, 
zwischen jener erstgeaeichneten SchluBslinie und dem Seilpoiygon stattfindet ; er ist immer bei eia« 
Ecke des letzteren zu suchen. Mit ihm hat man zugleich die Stellung des Querschnitts und die 
Lage der Spannweite selbst in Bezug auf die gegebenen Lasten gefunden. Diese ist immer so, AtS 
eines der Rüder über den gegebenen Querschnitt, zu stehen kommt. 

In Fig. 38'' Taf. XV haben wir beispielsweise vorausgesetzt, dass die 4 Räder P» bis P. an' 
eine Spannweite von (i™ so gebracht werden sollen, dass in dem Querschnitt, welcher 2" vom linken 
Ende entfernt ist, das griisstmoglicbste Drehungsmoment stattfindet. Wir legten desshalb die Spaan- 
weite titi so, dass ihre Mitte m,, wie sie 1'" vom gegebenen Querschnitt entfernt ist, auch l" lOffl 
Durchschnittspunkt « der äussersten Seil pol j'gonseiten absteht, welcher Durchschnittspunkt hier M' 
der Linie XX selbst liegt. Das Stück « t, (rechts) wurde also gleich q, ti (links) gemacht, mit qi 
den gegebenen Querschnitt bezeichnet. Wir zogen dann die Schlusslinie ti Zi und suchten di^enig* 
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Tolygoaecke. deieo vertical gemesseuer Abstand vgn jeuer am gröasteii ist. Es ist dies die Ecke VII. 
Daraus folgt sofort die Lage q, welche der gegebene Querschnitt hiebe! hat, und diejenige tt der 
Spannweite selbst, indetn man t, t = qiq macht. Das Maximalmomeat beträgt iü vorliegeudem Fall 
0,84"° oder mit Bertlckaicbtigung des im § 153 für die Fig. 38 bereits angegebenen Maasstabes 
gleich 42"". 

Es leuchtet sofort ein, daas unter dei- Erke VII das grösste Drehungsmoment stattfindet für 
alle die Querschnitte, für welche die zugeordnete Schlusaliuie von der Lüge an, wo sie parallel zu 
VI VII ist, bis zu der, wo sie parallel zu VII VIII wiid, alte möglichen Lagen einnimmt. Zeichnet 
man die genannten Grenzlagen der Schluselinien für eine gegebene Spannweite und die ihnen zu- 
geordneten Querschnitte, so ergibt sich mit Rücksichtnahme auf das Kräftepoljgon leicht, dass sich 
die Entfernung dieser beiden Querschnitte zur Spannweite verhält, wie die Last P, zur Summe aller, 
auf der Spannweite stehenden concentrirten Kräfte I'o bis I'o. Hieraus folgt also der Satz: Theilt 
man die ganze Spannweite in so viele Theile, als concentrirte Lasten auf ihr 
stehen und macht man diese Theile proportional diesen Lasten, su findet in 
irgend einem Querschnitt das grüaste Drehungsmoment statt, wenn diejenige 
Last über ihm steht, welche dem Pruportionaltheil entspricht, in welcher der 
Querschnitt liegt"). 

Die in der zweiten Frage geforderte Stellung des Zuges auf dem Träger, oder umgekehrt, 
die entsprechende Lage der Spannweite ist die, wn die Verticale, welche durch die bestimmte 
Stelle S (Fig. SS'' Taf. XV) des Zuges hindurchgeht, die Schlusslinie, welche jener Lage zugehört, 
in ihrem Berühiungspunkt mJt der Parabel schneidet: denn dann ist das stets auf jener Verticalen 
zu messende Drehungsmoment am grössteu ; alle anderen Schlusslinien schneiden die Verticale in 
Punkten, die-zwischen jenem Berührungspunkt und dem Seilpolygou liegen. Nach den aus vorigem 
§ bekannten Eigenschaften der Parabel muss also die Mitte ra, des Trägers mitten zwischen dem 
Schnittpunkt a der äussersten Seitpolygonseiten und dem Schnittpunkt s jener Verticaleii mit der 
Ase XX liegen, wobei wir voraussetzen, dass es sich wieder um die vier Räder P« bis P» bandle. 
Geben wir folglich dem Träger, wie vorhin, eine Spannweite von It", so ist daraus seine Lage ttt,, 
sowie die entsprechende Schiusalinie t»*, und das gesuchte Maximalmoment leicht zu finden. Es 
ist im vorliegenden Fall gleich 0,92™ ^ 46"" und findet dann statt, wenn die gegebene Stelle des 
Zuges Über dem Querschiiitt s der Spannweite t,ti steht. 

Die dritte Frage endlich ist sehr leicht zu beantworten, wenn die Parabel, welche die Schluss- 
liuien während der Verschiebung der Spannweite umhüllen, gezeichnet ist. Der grösste Abstand, 
welcher, vertical gemessen, zwischen dieser Parabel und* dem Seilpolygon stattfindet, und der stets 
unter einer Ecke des letzteren zu suchen ist, gibt das grösste Maximalmoment, welches überhaupt 
in der gegebenen Spannweite vorkommen kann. Dieses findet also stets in einem Querschnitt statt, 
flW welchem ein Rad stellt. Ist jene Polygonecke für die nämlichen vier Räder P, bis P», die wir 
Khon bisher betrachtet haben, und für die nämliche Spannweite von ß"" die mit VII hezeichnute, 
«n ist die Lage der Spannweite und jenes gefährlichen Querschnitts in ihr leicht nach § 154 zu 
linden. Der letztere liegt da, wo die durch VII gezogene Verticale die XX schneidet, in q. Und 
"eii die znr gesuchten Lage der Spannweite gehörige Scblusstinie die Verticale durch i\ da schneidun 
■01188, WO sie seihst die Parabel berührt, so muss die Mitte m, der Spannweite mitten zwischen q 
und (I. dem Schnittpunkt der äussersten Seilpolygouseiteii, liegen. Die Endpunkt*' U-U der Spann- 
weite sind dadui-ch ebenfalls bekannt. 



') Dieser Satz wurde 
N i]«nu von WittniBD 
IMmvtriach DacbgewieMD. 



uerst vuii .\Biiii()nt rechnerisch (Zeitschrift d. tmyer. AruhiL- u. IngetiieurveruiuB. Julirg. mTö) 
(,Die gTkphJHche Bestimmung der Maximal moroente', MUncbeii 1877, Th, Ackermunii) 
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WeiiQ freilich die Parabel nicht gezeichnet ist ujid auch nicht gezeichnet werden will, dann 
kann man jenes grösste Maximalmoment nur durch Probiren auffinden, indem man eben einige der 
Polygonecken als die richtigen nimmt tind die auf obige Weise fUr sie gefundenen Maximalmoment« 
mit einander yergleicbt. Einige Anhaltspunkte hiebei gewähren folgende Betrachtungen. Wenn die 
Last über einem Träger gleichmässig ausgehleitet ist, so (jitlt der Maximalmomeuten-Querschmtt lo 
die Mitte und zugleich in die Vei-ticale, welche durch den Schnittpunkt der aussersten Seilpolygon- 
seiten gezogen wird. Das Seilpolygon seibat wird eine Parabel. Je ungleichförmiger die Last ver- 
theilt ist, desto mehr rückt der Maximalmomenton-Querschnitt nach der schwerer heiasteten Seite 
hin, der Durchschnittspunkt der äuasersten Seilpolygonseiten Kwar auch, aber nicht in deraselbpn 
Masse. Immerhin aber wird man. bei nicht sehr ungleichroiiasig vertheilter Belastung, den Maxi- 
malmonienten-Querschnitt in der Nähe der Verticalen durch jenen Durchschnittspunkt suchen d&rfeD, 
d, h. also in der Nähe der Mittelkraft der auf dem Trager lastenden Kräfte. So waren wir in 
unserem obigem Beispiel berechtigt, die Kcke VII, welche dei' Verticalen durch den Schnittpunkt a 
am nächsten liegt, als diejenige anzunehmen , unter welcher der Maximalmomenten-Querschtiitt 
zunächst zu suchen ist. Auf jeden Fall kann durch obige. fUr die Ecke VII gezeigte Coiistruction, 
indem man sie für einige in der Nühe von « gelegene Polygonecken ausführt, der Querschnitt ge- 
funden werden, in dem das grösste Maximalmoment stattfindet. 

Bei der Lastvertheilung, wie wir sie in Fig. 38 Taf. XV vorausgesetzt haben, gibt immer die- 
jenige Polygonecke, welche dem Schnittpunkt der aussersten Seilpolygonseiten zunächst lies^ den 
in Rede stehenden Querschnitt, für die Itilder P, bis P„ also die Ecke VII. Das grösste Maximal- 
moment also, welches diese vier Räder auf einem Träger von 6™ Spannweite hervorbringen können. 
ist gleich Vllr = O.ftS™ = 47,5'"^ Es findet statt, wenn der Träger die Lage tj t, gegen jene 
Räder hat, und zwar in dem Querschnitt q, über welchem eben das Rad Pi steht. 

g 156. Ungünstigste Stellung eines liocomotivi^nzuges aaf einem Balken von 
gegebener Spannweite. — Die Beantwortung der vierten Frage des vorigeng erfordert eine 
etwas umständlichere Betrachtung. Die ungünstigste Stellung hat eine gegebene Reihe conceutrirter 
Kräfte, also ein Locomotivenzug auf einem Träger von bestimmter Spannweite dann, wenn er ein 
möglichst grosses Moment im gerährlichen Querschnitt hervorbringt. Diese Stellung findet man nacli 
dem vorhergehenden § dadurch, dass in der Rege! die Mitte des Trägers mitten zwischen dei 
Verticalen durch den Schnittpunkt der aussersten Polygonseiten der wirksamen Belastungen, als" 
mitten zwischen der Mitteid rucksli nie der letzteren und zwischen der durch die nachstgelegena Edte 
des Seilpolygons gezogenen Verticalen liegt. Behält man jene Mitte bei, vergrössert aber die Spann- 
weite, so wird das Maximalmoment, welches unter dem jener Polygonecke entsprechenden Bade 
stattfindet, immer grösser und am grössten dann, wenn die Spannweite die grösste Länge erhält, 
die möglich ist, ohne dass mehr Räder, als von vornherein angenommen wurde, auf sie geschobeo 
werden. 

So ist für die zwei Räder P* und P, in Fig, 3H'' Taf. XV, welche wir nns auf einem TrSger 
stehend denken, a, der Schnittpunkt der aussersten Seilpolygonseiten, durch welche die Mitteldrucks- 
linie geht, und IV die der letzteren zunächst gelegene Polygnnecte. Die fast ebenso nahe liegende 
Ecke V gibt wenigstens kein grösseres Maximulmciment als jene. Bei derjenigen Stellung also, 
wo jene beiden Räder das grösste Maximalmoment hervorbringen, muss die Mitte Ci des Trägers 
mitten zwischen ß, und der durch IV gezogenen Verticalen liegen; und je grösser die Spannweite 
wird, desto grosser wird jenes Maximalmoment, am grössten also dann, wennsis, diese Sjiannweitc 
ist, wo die durch den linken Endpunkt gesogene Verticale eben durch die Ecke III geht. 

Nimmt man nun das Rad P, noch mit auf, so rückt der Durchschnittspunkt der äussei'slfin 
Seilpolygonseiten nach a, und fällt hier fast in die durch die Ecke IV gezogene Verticale. Uiv 
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Bei Aufnahme des siebeuten Rades P; rttckt der Schiiittiiiiukt der aussersteu Seilpolygonseittn 
aach «,, und der durch denselhen gezogenen Vertikalen r^a, liegt die Ecke V am nächsten. Di* 
Tiägermitte ist folglich nach c, mitten zwischen V und a^. 7.u verlegen, während sie unmittelbar 
vorher noch in c^ lag. Ist Mi die Mitte zwischen d und c„ so ergiltt sich ganz auf dieselbe Weise 
wie vorhin, dass die Spannweite S,Sj, deren Mitte M, ist, und deren rechtes Ende in der V'erticalen 
durch die Ecke VII liegt, die obere Grenze ist für diejenigen, in welchen schon die sechs Räder f, 
bis ?,j das grösstmöglichste Maximalmoment hervorbringen können. Aehnliches gilt f«r die Spftnti- 
weito SjSj mit der Mitte Mi in Bezug auf die sieben Rader P, bis i', n, s. w, fort. 
Wir wiederholen: Es können 

bis zur Spannweite s. 



s,s, = 2,^0'' schon 


die 2 


RMei 


P, u.idP,, 


t,s, = 4,62» . 


. 3 




P. bis P., 


.■.»; ^ 9,25- . 


. 4 
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S,S, = 13,08- . 
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P, - P., 


S,S, = 12,82- . 
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P, . P., 


S.S, = :3,63» . 
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P, . P,. 



etc. etc. 

das grösstmöglichste Maximalmoment hervorbringen. Üie Aufnahme des Uades P^ auf tlen Triger 
veranlasst also eher eine Verringerung als eine Vergrösserung des Maximal momentes, was leicht anrli 
direct aus der Figur ersichtlich ist. 

Hat man nun unter Voraussetzung der bei obigen Betrachtungen zu Grunde gelegten W 
hältnisse die vierte Frage des vorigen § in Bexug auf eine S^iannweite von 8" zu beantnortea. 
80 ergibt sich aus obiger Uebersicht, dass die vier Rüder P, bis Pi auf sie zu stellen sind, ihre 
Mitte also nach c» zu verlegen ist. Daraus folgt sofort die Lage dieser Spannweite sj sj gegen jene 
vier Räder, die zugehörige Schlusslinie «jsj und das grösstmöglichste Maximalmoment IV rj ^1,40" 
= 70'"', stattfindend in dem Querschnitt «... Eine Parallele CT zur Schlussliuie a^s^. durch den 
Pol des Kräftepolygons gezogen, tbeilt die Summe 1 Tj = 47,5' der Kräfte Pj bis P^ in die beiden 
Theile. 1 T =; 25,0 und Ty ^ 22,0', welche die Autlagerdrücke repräsentiren. Dieselbeti Stücke, in 
entgegengesetzter Richtung genommen, sind gleich den Auflager- Reactionen, und aus diesen erhält miia 
auf bekannte Weise die Transversalkräfte fUr die einzelnen Querschnitte. 

§ 157. Grünster Werth des Drehungsmonieiites , welches 4>in Locomotivi'nzng in 
einem bestimoiten ituerschiiitt eines Galkens von K^g:ebeiier Spannweite, über den rr 
sich bewegt, hervorbringen kann. - Bei Trägern mit grosser Spannweite, welche in der Brgel 
nicht durchweg gleiche Querschnitte erJialten, reicht es nicht aus, das grösste Maxi mal momeiit, 
welches eine gegebene Reihe concentrirter Kräfte an ihnen hervorbringen kann, zu ermitteln, sondern 
es mllsseo fUr eine Anzahl von einzelnen Querschnitten die grössten Werthe gefunden werden, welcbp 
die Drebungsmomente der ausser ihnen wirkenden Kräfte annehmen können. 

Zu diesem Behufe muss man die Spannweite des Trägei-s wieder längs einer horizontalen Linit 
im Seilpolygüu der gegebenen Kräfte allmählich verschieben, für jede ihrer Lagen die Schlussliuie* 
zeichnen und die Punkte anmerken, wo sie von dem, durch die mitvcrschoheneu Querschnitt« ge- 
zogenen Verticaleu getroflen wird. Diejenigen dieser Punkte, welche einem und demselben QuerschnitA 
zugehören, liegen dann auf einer gebrochenen Linie, die von den Schlusslinien gebildet wird, welche 
dem gegebenen Querschnitt zugeordnet sind in denjenigen Seilpolygonen aus den concentrirten 
Kräften, welche jeweilig auf dem Tiäger stehen. Die Ecken dieser gebrochenen Linie erhält mW 
also, wenn man der Spannweite diejenigen Stellungen gibt, wo eben eine neue concentrirte Krsfi 
auf sie aufläuft, oder sie verläast. Der grösste in verticaler Richtung gemessene Abstand iwietbe" 
dieser gebrochenen Linie und dem Seilpolygon gibt das grösste Moment, das in dem betrelfendlli | 
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(b^rsclitutte stattfiiideii kaon. Dieser Maximalabstaiid ist natürlicli wieder nur in einer Verticalen 
I suchen, welche durch eine Seilpolygon-Ecke geht, -woraus folgt, dass auch jetzt in jedem ein- 
»Inen Quei-schnitt das Maximalnu'inient nur dann statthat, wenn eine der concentrirten Kräfte 
über ihm steht. Der Querschnitt selbst liegt in der Verticalen, in welcher jener grösste Abschnitt 
gefunden wurde, und daraus findet sich unmittelbar die Lage der Spannweite seibat in Bezug auf 
die concentrirten Kräfte, 

Wir haben diese Aufgabe in Fig. 40 Taf XVI fdr einen Träger as von 30" Spannweite, Über 
welchen ein Zug Engertb'scher Locomotiven von rechte nach links fahrt, und für denjenigen Quer- 
schnitt q desselben durchgeführt, der 10'" von seinem linken Ende entfernt ist. Von der Lage SuS„ 
ausgehend, wo eben die Last P,, rechts auf den Träger aufläuft, gaben wir der Spannweite nach 
Tiod nach die oben näher bezeichneten Lagen SiS, , SjSj...Si,Sio und dem gegebenen Querschnitt 
in ihr die Stellungen q, . q,.,.bifl q.o. Die durch letztereti Punkt gezogenen Verticalen schneiden 
die zugehöi'igen Schlusslinien in den Eckpunkten (lo-M, -qio der ku zeiohnenden gebrochenen 
Ijinie; tleren grösster Abstand vom Seilpolygon liegt auf der Verticalen durch die Ecke VIII, und 
ist lolglicli das gesuchte Maximalmoment gleich 2,67"" =; 534""^ Der gegebene Querschnitt 
xnuss dabei u[iter P, liegen, der Träger also die Stellung sk gegen die Räder P, bis Pie, welche sich 
auf ihm befinden, einnehmen. Eine Paiallelo CT zur gehörigen Schlusslinie aa durch den Pol des 
Kräftepolygons ^Fig. 40") tbeilt die Gesammtbelastung 3 16 in die beiden Auflagerdrücke 3 T und T 16. 
Weiter als bis zur Lage s,„B|o brauchten wir für unseren obigen Zweck und unter den ange- 
iiommenen Verhältnissen die Spannweite nicht /u veischieben, weil sich von jener Lage an alle 
Umstände, wie sie hei den Stellungen SoSn. s,Si u. s. w. stattfinden, genau wiederholen. 






[ Das Fachwerk. 

§ 158. Bestimmung der Spanimiigen in den Constrnctioiistbeilen eiues Fachwerkes. — 

"Unter einem Fachwerke (vgl. § 4Ü) versteht man eine Construction, die aus geraden prismatischen 
Theileu, Stäben, Lamellen etc., besteht, deren geometrische Axen in einer und derselben Ebene 
liegen und die an ihren Enden so mit einander verbunden sind, dass die äusseren, auf das ganze 
System einwirkenden Kräfte nur Zug oder Diuckspannuiigen in ihnen hervorbringen können. Für 
die Bestimmung dieser Spannungen haben wir früher, in den gij 40 und 55. eine Methode angeguben, 
die sog, Schnittmethode, bei welcher ein Theil des Facbwerkes durch einen Schnitt von den 
übrigen getrennt wird und die Spannungen in den durchschnittenen Constructionstheilen durch Zer- 
legen der Resultante der auf das abgeschnittene Stück wirkenden äussereti Kräfte (§ 40) oder mit 
Anwendung der Drehungsmomente (g 55) gefunden werden. Es gibt aber noch eine andere Methode, 
die bedeutende Vorzüge vor jener besitzt, weil sie die gesuchten Spannungen in eine einfache, 
sehr übersichtliche Figur zusammenstellt, bei deren Construction sich am Schlüsse von selber 
ntrolen über die Richtigkeit der ausgeführten Operationen ergeben. Diese Methode wurde zuerst 
m Clerk Maxwell') aus der Theorie der reciproken Figuren abgeleitet, aber auch unabhängig 
davon von einem Zeichner, Taylor, im technischen Bureau des Unternehmers J. B. Cochrane ent- 
deckt und angewendet'). Cremona') endlich hat die Theorie der reciproken Figuren und ihre An- 
wendung auf die Fachwerke weiter ausgebildet und fester begründet mit Hülfe der reciproken 
Polyeder von Möbius (s. §§ 66, 67). 



') On reciprocat figures und diagrams of furceiJ. I'liilasophical Mugaziiii.'. npril t8G4. 

■) Vgl. JeDkio ,0n tbe practical applic&tioD of reciproral figiir^H lo tli«.' cukulation of straiuE nii framework." 
MlisactiouE of tbe royal aociety nf Edinburgli. marcb 1B6S. 

') Le Ggare reciprochc oella statica graüca. Milüna 1ST2. 
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Ennnprn «ir ans. iJass die Zug- oder Druckspaiinimgeii in den CitnAtructionstbeilen eines Farb- 
werkes imm«- als Paare von Kräften auftreten, welche, in der Axe des Constnictioiiatheils liegeml, 
einander gleich und entgegengesetzt sind. Denken wir uns diese Kräfte an den Enden der belr 
geraden Linie, an den Knotenpunkten wirkc-n, in welchen sie mit den dort anstossoiiden verliiindeii 
ist. so moss offenbar jeder solche Knuten unter dem Eintlnss der an ihm angebrachten äpanniingcu 
sowie der etwa an ihm wirkenden äusseren Kräfte im Gleichgewichte sein. Dazu gehört, dass sieb 
das aas diesen Kräften gebihlute Kräftepuljgoii schliesst. Da aber jede Spannung zweimal vorkniomt, 
an ien beiden Enden de!« betr. Constriictionstheih oder der geraden Linie, welche ihn ersetzt, so 
mässen jene Kräftepolygone paarweise eine Seite gemeinschaftlich haben und können zu einem lu- 
sammenhäugendeD Diagramm vereinigt werden, dessen Linien den inl-'^p rech enden Linien des Fach- 
verkes parallel sind and in welchem jedem ge^chloBsenen Polvgon ein Knoten des I'achwerkes entspricliL 
in dem so viele Linien, einschliesslich derjenigen, in welchen die äusseren Kräfte wirken, ziisamm^n- 
treSen, als jenes Folygon Seiten hat. 

Nun haben wir &aher (vgl. g§ 20 u. 35) reciproko l-'iguren so dotinirt: 

.Zwei ebene Figuren sind rcciprcik. wenn sie ans einer gleichen Anzahl 
von Linien bestehen so. dass einander entsprechende Linien in beiden 
Figuren parallel sind und correspondire ndc Linien, welche sich in der 
einen Figar in einem Punkt schneidi^n. in der anderen ein geschlossenst 
Polygon bilden')." 
Hält man dies mit obiger .Vnsfühning zusammen, so folgt nnmitti^lbar der Satz: 
«Wenn man Kräfte, welche der Gröase nach durch die Linien einer von i*fi 
reciproken Figuren dargestellt werden, itwiscben den Enden der correspon- 
direndcii Linien des anderen Diagrammos als Spannungen dieser Linien 
anbringt, dann sind die Knotenpunkte des letzteren Dia gram nies unter 
dem Einfluss der an ihnen wirkenden Kriifte im Gleichgewich t*)."- 
Kehren wir nun zu den Betrachtungen des g ti? und zu den Figuren 21* und äl*" aufTaf. VI 
zurück. Diese Figuren wurden dort als orthographische Projectionen zweier reciproker Polyeder 
aufgefasst, von denen der eine, Fig. 21". aus einer polyedrischen Haube mit einer Spitze C besteht 
Das, in der Projectioa des anderen dieser Polyeder, in Fig. SP. aus den Linien ii. ta. Ii gebflild« 
Netz nehmen wir jetzt als ein Fachwerk, auf dessen Knoten 1, "2.,.'i die äusseren Kräfte P,, P1..P1 
einwirken, die für sich im Gleichgewicht sind. Das geschkiBsene Kräftepolygon derselben ist Ol 2. .5 
in Fig. 2I' und ihr geschlossenes Seilpolygnn I IL-V in Fig. ?!*'. Das in jene Figur mit feine". 
Dnanterbrochenen Linien eingezeichnete Netz, dessen Seiten 11 i?.. n den Linien 11, la ..n des Fach- 
werkes in Fig. 21'' conjugirt sind, kann so aufgefasst werden, dass seine Seiten Kräfte darstellwi, 
welche den Spannungen in jenen Constructionstheilen des Fachwerkes gleich sind. Dem Knoten 5 d» 
Fachwerkes, in welchem die Stäbe 11 und u zusammenstossen und an dem die Kraft Pb wirkt, ent- 
spricht das geschlossene Polygon mit den Seiten 5. n. 17 in der reciproken Figur, und die Seiten 11 und " 
repräsentiren die Grösse der Spannungen in den Linien 11 und n des Fachwerkes. Der Sinn di*«' 
Spannungen als Kräfte an dem betrachteten Knoten ö ergibt sich aus dem der bekannten Kraft F.: 
man muss von der Seite 5 jenes Polygons oder Dreieckes auf die Seite u und danti auf Seite nüber- 
gehen. Beide Spannungen sind also Zugspannungen. Dem nächsten Knoten 1. in dem die Cwi- 
structionstheile 11. 12. la des Fachwerkes zusammenstossen und an dem die Kraft Pi wirkt, entsprich' 
das geschlossene Viereck mit den Seiten m. i. 12 und 13 in Fig. 21*. Von demselben liegt, die Seit* i' 
zugleich im vorigen Polygon, die Kraft, welche durch sie dargestellt wird, ist aber jetzt, als ZuS" 

')Clerk Hftxwell n. u. O. S. 351. 
>]Clerk Maxwell *. a. ü. S. S5S. 
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EpanDung am Knoten 1, im entgegengesetzten Sinne aufzufassen; an sie schliesst sieb die Seite i im 
Sinne der Kraft P, und dieaev gleich, und daran die Seiten 12 und o als Spannungen in den 
Linien 12 und is u. s. w. f. 

Die Aufgabe, die Spannungen in den Coristructionstbeilen (Linien) des Fachwerkes 11, la.. n in 
Fig. 21'' zu bestimmen, läuft also darauf hinaus, die ihnen conjngirten Linien in der reciproken 
Figur 21' zu zeichnen, nachdem das Gleichgewicht der auf die Knoten des Fachweikes wirkenden 
äusseren Kräfte I',, I', ..P, durch das gcschloBseno Kräfte- und Seilpolygono Ol 2, 5 undlll.-V 
constatirt worden ist. Die Coustriiction des reciproken Netzes hat aber keine Schwierigkeiten, wenn 
nur ein solcher Knoten im Fachwerk vorbanden ist, in welchem neben einer bekannten äusseren Kraft 
nur noch zwei Spannungen wirken, in welchem alsu nur zwei Linien des Fachwerkes zusammen stossen. 
Solcbe Knoten gibt es in unserem Beispiele zwei, den Knoten 5 und 3. Man beginnt mit einem 
derselben, z. B. mit 5. Von dem ihm entsprechenden Polygon in Fig. 21' ist eine Seite, s, der 
Grösse, der Richtung und dem Sinne naeb bekannt, die Kraft P». Man darf also durch deren End- 
punkte nur Parallele zu 11 und n ziehen, um das Polygon zu erhalten. Durch welchen der beiden 
Endpunkte von 5 die erste jener Parallelen, 11. gezogen wird, ist nicht gleichgültig. Da diese Seite 
zugleich dem Polygon für 'den Knoten 1 angehört, an dem die Kraft P, wirkt, die durch die Seite 1 
repräsentirt wird, so mui<s n an 1 zu liegen kommen, und folglich durch den Endpunkt 5 von 5 
gezogen werden. 17 muss natürlich dann durch den Anfangspunkt 4 von s geben. In dem so ge- 
zeichneten Dreieck ist der Sinn der Seite 5 gegeben. Damit ist auch der Sinn der Seiten 11 und 17 
bestimmt, wie bereits oben erörtert. Man thut gut, den so festgestellten Sinn der an den Knoten 5 
wirkenden Spannungen sogleich durch Pfeile in die Fig. SP einzutragen und diesen entgegengesetzte 
Pfeile an den anderen Endpunkten 1 und 4 der Linien 11 und 11 einzuzeichnen. Man bezeichnet 
damit zugleich diejenigen Spannungen die gefunden sind. 

Vom Knoten 5 gebt man nun auf einen von denjenigen beiden Knoten über, mit welchen 
er durch die Seiten 11 und li in Verbindung steht, in welchem ausser jener verbindenden Seite 
uur noch zwei andere zuaammenstossen. Dies ist in unserem Beispiele nur beim Knoten 1 der 
Fall. Das diesem entsprechende geschlossene Polygon, ein Dreieck, ist bereits zum Theil gezeichnet. 
Die Seite n. nur im entgegengesetzten Sinn wie vorher, im Sinn des Pfeiles am Knoten 1, hat es 
mit dem vorigen Polygon gemeinschaftlich und daran ist die Seite 1, welche die Kraft P, repräsentirt, 
im richtigen Sinn gereiht. Indem mau durch den Anfangspunkt der Seite 11 die Parallele la zu is 
und durch den Endpunkt von 1 die Parallele i? zu is zieht, vollendet man das Viereck. Dabei 
ist )2 durch den Endpunkt von 1 desshalb zu ziehen, damit es neben die Seite 2 des nächsten Polygons 
zu liegen kommt, das dem Knoten 2 entspricht und dem jene Seite ebenfalls angehören muss. Der 
Sinn der Seiten iz und 13 ergibt sieb aus dem der Seiten it und i und ist wieder durch Pfeile an 
den Knoten 1 einzutragen; daraus folgen die entgegengesetzten Pfeile in denselben Linien an den 
Knoten 2 und 4. 

In gleicher Weise kann nun das dem Knoten 2 entsprechende Viereck 12. 2. \*. 15 in Fig. 21* 
gezeichnet werden; von dem. dem nächsten Knoten 3 entsprechenden Dreieck sind dann bereits 
zwei Seiten, 1* und 3, gezeichnet, die dritte, is, ist dadurch bestimmt und muss von selber parallel 
zu m werden. Dem nächsten und letzten Knoten 4 endlich entspricht das Fünfeck mit den Seiten 
11.13.15,16.4. das bereits vollständig fertig ist. Der Sinn dieser Seiten, der durch die an den 
Knot«n 4 gezeichneten Pfeile bestimmt ist, muss ihrer Aneinanderreihung zu einem geschlossenen 
Polygon entsprechen. 

Wie man sieht, haben wir zur obigen Lösung der Aufgabe, die Spannungen in den Construc- 
tionstheilen des Fachwerkes in Fig. 2P zu ßnden, das Seilpolygon in letzterer Figur gai- nicht 
gebraacht. Wenn dasselbe also nicht aus anderen Gründen construirt werden muss. wie z. B. zur 
Aoffinduug einer oder mehrerer der äusseren Kräfte P„ P, . . P^, so kann es ganz weg gelassen werden. 
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§ 159. Die Anwendbarkeit des soeben gezeigten Verlahrena hängt, wie wir geseben haben, 
erstens davon ab, dasB ein Knoten vorhanden ist, an welchem neben einer bekannten äusseren 
Kraft nur noch zwei unbekannte Spannungen wirken, in dem also nur zwei Constructionstheile 
zusammenstossen. Zweitens musa die Reihenfolge der Knt'ten so gewählt werden können, dass an 
jedem neuen immer nur noch zwei Constructionstheile vorbinden sind, deren Spannungen gefunden 
werden sollen, weil eben in einem geschlossenen Polygon, von dem die Richtungen aller Seiten 
gegeben sind, nur zwei Seiten ihrer Grösse nach unbakanut sein dürfen, wenn sie bestimmt werden 
wollen. Treffen diese Voraussetzungen nicht zu. so kann man unter Umständen durch Hülfscon- 
fitructionen eine oder die andere der unbekannten Spannungen an den betr. Knoten finden, und so 
vielleicht die Anzahl der unbekannten Spannungen auf zwei zurückführen, so dass das dem Knoten 
entsprechende Polygon gezeichnet werden kann. Wie das zu machen ist, werden wir später (§ 163) 
an einem Beispiel zeigen. Aber ob eine solche Hülfsconstruction, wenn sie nothwendig wird, auch 
immer gefunden werden kann, ob überhaupt die Lösung der Aufgabe, die Spannungen in den Con- 
atructionstheilen eines vorgegebenen Fachwerkes zu fiiiden, möglich und bestimmt ist, das sind Fragen, 
die man sich eigentlich schon vor dem Beginn einer solchen Losung vorlegen sollte, und mit denen 
wir uns nun im Allgemeinen beschüftigen wollen. 

Die Zahl der Unbekannten unserer Aufgabe ist so gross, als die Anzahl der Constructions- 
theile (Stabe, Linien) des Fachwerkes; denn da die Spannungen in denselben ihrer Richtung nach mit 
den Linien übereinstimmen und ihr Sinn der doppelte ist, der in dieser Richtung liegt, so bleibt 
nur ihre Grösse zu bestimmen. Wir werden die Anzahl der Linien des Fachwerkes mit l bezeichnen 
und damit also zugleich die Anzahl der zu findenden Unbekannten. 

Die an jedem einzelnen Knoten eines Fachwerkes wirkenden Kräfte, die äusseren, als bekannt 
vorauszusetzenden sowohl, als auch die Spannungen der in ihm zusammenstossenden Construc- 
tionstheile, mUssen für den Fall des Gleichgewichts des Fachwerkes je für sich im Gleichgewicht 
sein. Kräfte aber, die an einem und demselben Angriffspunkt wirken, haben nach § VA zwei Be- 
dingungen (Gleichungen) zu erfüllen, damit sie im Gleichgewichte sind. Die Summen ihrer Projectioneu 
auf zwei Richtungen in ilirer Ebene müssen gleich Null sein, Hat also das Fachwerk v Knoten- 
punkte, 80 erhalten wir 2v Bedingungen. Die Kräfte aber, welche denselben unterworfen sind, zer- 
fallen in zwei, wesentlich von einander verschiedene Gruppen: in die inneren Kräfte oder Spannungen, 
und in die sog. äusseren Kräfte. -Jene kommen nur paarweise vor; und jedes Paar für sich ist im 
Gleichgewicht, folglicli müssen auch die äusseren Kräfte für sich im Gleichgewicht sein, was auch 
schon von vorn herein einleuchtet, WL'un man das Faihwerk als Ganzes auffasst. Da dies aber Kraft« 
sind, die, in einer Ebene hegend, an verschiedenen Punkten wirken, so haben sie nach § 50 drei 
Bedingungen zu erfüllen: die Summen ihrer Projectionen auf zwei Richtungen in ihrer Ebene und 
die Summe ihrer Drehungsmomente um einen Punkt derselben Ebene muss Null werden. Diese 
drei Bedingungen müssen natürlich in jenen 2 >' mit enthalten sein; für die Auffindung der inneren 
Kräfte oder Spannungen bleiben also nur noch 2f — ü Bedingungen übrig, welche nur eben so 
viele Unbekannte in bestimmter Weise finden lassen. Nun ist aber die Zahl der Unbekannten X 
und es muss also 

2^ — 3 = }. 
sein, wenn unsere Aufgabe eine bestimmte Lösung zulassen soll. 

Die Aufgabe, die Spannungen in den Constructionstheilen eines Fach- 
Werkes zu finden, an dem die äusseren Kräfte bekannt und ins Gleich- 
gewicht gesetzt sind, ist eine bestimmte, wenn die Zahl der Constructions- 
theile gleich der doppelten Anzahl der Knoten weniger 3 ist. Ein solches 
Fachwerksystem heiast ein statisch bestimmtes. 
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Wenn i ■< ^^ ^ 3, wenu etwa a ^ äi- — Ü — « ist. s» könnten nocfi /. ViTbiiidungsatiicke, 
Stäbe, in das Fachwerk eingeautzt wenlpii und ibie Spainiuiigen wiirea noch vollständig bestimmt. 
Geschieht das nicht, ao bleiben nach Elimination der l unbekannten Spannungen noch z Bedingungen 
übrig, die das System uud die von aussen auf sie wirkenden Kräfte zu erfüllen haben. Es besteht 
also eine Abhängigkeit zwischen li'tzteren und der Gestalt des Faehwerkes , diese ist also mit 
den äusseren Kräften veränderlich, und des^ihalb Iteiast ein solches Fachwerk ein veränder- 
liches. Die Kette und der Uogen, die wir früher behandelten (g 144) sind Beispiele solcher 
iyäteme. 

Ist d^egen Ä > 2c — 3, etwa l^='2r — 3 + /, so können aus den 2v — 3 Bedingungen 
idcht alle Uubektinnten gefunden werden ; man entferne x Verbindungsstücke ; in den i. — x 
Übrigen sind dann die Spunnungen vollständig bestimmt. Werden dann jene x wieder angefügt, 
kann dies so geschehen, dasa die Spannungen in ihnen Null werden; dann ändert sich an 
dem Zustande der anderen nichts, si^ selber sind also überflüssig. FUgt man sie aber so ein, 
•(Uss sie Spannungen aufnehmen, so ändern sich dadurch die Spannungeu in den anderen und man 
kann so durch Beanspruchung der angefügten Theile die Spannungen in den anderen zwischen gewissen 
Grenzen beliebig ändern. Solche Systeme hcissen desshalb statisch unbestimmte oder Fach- 
werke mit überflüssigen Constructionstheilen. 

Dabei dachten wir uns die einzelnen Theile, aus dem das Fachwerk besteht, als starre gerade 
Linien; wenn sie, wie es in Wirklichkeit immer der Fall ist, elastisch sind, dann sind die Span- 
nungen in ihnen immer vollständig bestimmt, wie gi'oss auch ihre Anzahl sein mag. Wir können 
darauf nicht naher eingehen, sondern beschränken uns auf die Bemerkung, dass die Anwendung 
solcher statisch unbestimmter Fachwerke immer nur mit der grössten Vorsicht zu geschehen hat. 
Die durch Kecbnung »der Construction gefundenen Spannungen in ihren Theilen haben nur dann 
-iiese Grössen in Wirklichkeit, wenn bei der Herstellung die Dimensionen der einzelnen Bestand- 
theile genau so eingehalten worden sind, wie sie bei der Rechnung oder Construction zu Grunde 
lagen; ganz geringe Abweichungen, besonders in den Längen, können ganz beträchtlich andere 
Spannungen nach sich ziehen als gefunden und bei der Dimensionirung dei' Bestandtheüe zu Grunde 
gelegt wurden. 

Das in Fig, 21 Taf. VI als Beispiel gewählte Fachwerk hat c^=5 Knoten und 1=^7 Linien. 
£b ist 2x5 — 3^7; das System ist ein statisch bestimmtes, und in der That haben wir ja audi 
m vorigen g die Spannungen in seinen Coustructionstbeileu in völlig bestimmter Weise gefunden. 
§ 16U. Bei den Betrachtungen in den beiden vorhergehenden §g setzten wir voraus, dass die 
II dem Facbwerk wirkenden äusseren Kräfte im Gleichgewicht sind. In Wii-klichkeit sind unter 
liesen Kräften immer Reaktionen von Fix- oder Stütz- oder Aufhängepunkten , die erst gefunden 
rerdeu müssen, vermittelst der Bedingung, dass sie mit den gegebenen äusseren Kräften, meist Be- 
BEtuogen, im freien Gleichgewicht sind. Die Aufgabe, jene Heactionen zu finden, ist aber (nach § 38} 
lor in drei fallen eine solche, die eine bestimmte Lösung zulässt: Wenn nur ein Fix- und 
Ain Stützpunkt vorhanden ist. oder wenn das Fach werk in zwei Stützpunkten aufliegt, in denen die 
formalen an die StützÜäche parallel zu einander uud zugleich parallel zur Resultante der gegebenen 
Kräfte sind, oder endlich, wenn drei Stützpunkte vorhauden sind, deren Normalen sich in drei ver- 
johiedenen Punkten schneiden , von denen keiner auf der Resultante der gegebenen Kräfte liegt, 
oder zu zweien parallel sind, aber nicht zugleich zur Resultante, und von der dritten geschnitten 
werden. Um in diesen drei Fällen die Reactionen, welche mit den gegebenen äusseren Kräften im freien 
Gleichgewicht sein müssen, zu linden, muss im Allgemeinen das Kräfte- sowohl als auch das Seil- 
polygon aus säromtlichen äusseren Kräften gezeichnet werden, welch' beide den Bedingungen des 
)$ 33 gemäss sich scbliessen müssen. Zur Aulifindung der Spannungen in den Constructionstbeilen 
wt, wie oben gezeigt, nur das Kräftepolygon erforderlich. Wenn daher jene Reactionen gefunden 
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' fias oft vork'imrat, so kann 



werdeil kiiriiieii, oLue daas das SeiliiolvRoii gczi'iclinpt werdpn in 
dieses ganz wegbleiben. 

In dem Falle, wo die Befestigung otler Stützung etc. des Kacliwerks eine unTnllständige ist. 
so dasB seine Lage im Ganzen von den äusseren Kräften abhängig ist. oder mngekebrt difse gewisse 
Bedingungen erfüllen müssen (vgl. § 3Ö), da sind wieder zunächst mittelst des Kräfte- und Seil[)o]ygoris 
jene Neben bödingungpii zu erfüllen und zugleich die Iteaction der Stütz-, Fi\- iiiler Aufhiingepunkte 
zu fiuden. Die Bedingungen für die Bestimmtheit der Aufgabe, die Spannungen in den Construc- 
tionstheilen zu finden, und die Lösungen dieser Aufgabe bleiben dann dieselben wie vorher (vgl. 
unten § 165). 

Wenn endlich das Fachwerk überflüssig befestigt ist, wenn es z. B. zwei Fi-xpunkte oder mehr 
bat und etwa noch Stütz|mnkte dazu, so können die Reactionen derselben noch dem in § 38 ange- 
gebenen Verfahren, nach welchem das Fachwerk als starres Ganze zu betrachten wäre, nicht mehr 
bestimmt gefunden werden, und die gegebenen äusseren, auf das Fachwerk einwirkenden Kräfte. 
Belastungen, unterliegen keinen Bedingungen mehr. Bezeichnet dann v die Anzahl der freien 
Knotenpunkte des Fachwerkes und ). wieder ilie Zahl seiner Constructionstheile oder Linien, so sinil 
wieder X unbekannte Spannungen zu finden aus 2i' Bedingungen, welche davon herrühren, dass 
die I' l'reieü Knotenpunkte unter dem Einäuss der an ihnen wirkenden Kräfte, der gegebenen 
äusseren und der Spannungen der in ihuen zusammenstossenden Constructionstheile, im freien Gleirh- 
gewicht sein mttssea. Daraus folgt der Satz : 

Wenn ein Fach werk überflüssig befestigt ist. dann ist die Aufgabe, die 
Spannungen in seinen Constructionstheilen zu finden, möglich und be- 
stimmt, wenn die Anzahl seiner Linien gleich der doppelten Anzahl seiner 
freien Knoten ist. 

Aus den Spannungen derjenigen Constructionstheile, mit denen das Fachwerk mit den Fix- 
oder Stützpunkten in Verbindung steht, folgen dann unmittelbar die Einwirkungen auf diese und 
folglich auch die Reactionen derselben, die mit den gegebenen äusseren Kräften in Gleichgewicht sein 
müssen. Daraus ergeben sich dann wieder Contrulen für die Richtigkeit oder Genauigkeit der 
Consti-uctioD. 

Für die Fälle, wo l kleiner oder grösser als '2f' ist, gelten genau dieselben Betrachtungen, 
wie wir sie im § 159 für Fachwerke anstellten, die zuvor ins freie Gleichgewicht gesetzt waren']. 

Das in Fig. 72'' dargestellte Fachwerk mit den drei Fixpuuktea A, B. G ist ein solch Uber- 
fiüssig befestigtes. Da die Zahl der freien Knoten D, E, F, G gleich 4 und die Anzahl der Linien 
gleich 8 ist, so ist 2v'^^k, also das Fachwerk ein statisch bestimmti's. In der That können 
wir die Spannungen in jenen acht Linien auf folgende Weise finden: 

Die gegebenen äusseren Kräfte, die Lasten P„ P-, Pj, P, au den freien Knotenpunkten, brauchen 
keinerlei Bedingungen zu erfüllen; wir brauchen also das Kräfte- und Seilpolygoii aus ihnen nicht 
zu zeichnen. Es ist ferner nur ein Knotenpunkt, E, vorhanden, an dem ausser der bekannten 
äusseren Kraft nur noch zwei Spannungen wirken; mit ihm müssen wir also die Construction be- 
ginnen. Nachdem mau in Fig. 72° die Kraft P, = ? abgetragen, zieht man durch deren Endpunkte 
Parallele zu den Linien ii und 9 in Fig. 72'', und erhält so das dem Knoten E entsprechende Dreieck 
mit den Seiten 2. fl. ii, deren Sinn durch den gegebenen der Kraft I',, alsii der Seite ;, bestimmt ist 
and in Fig. TÄ"" an den Knoten E und dann auch an die Knoten D und F eingetragen werden kann. 

') Die obeu ei'balteuen Beziehuiigfii ztrischeii der Auüulil d^'t Kiioteu und Linien in statiBcli t< 
verftmlerlichen, oder sojcfaea Fachwi^iUeti, wolclie lUiLTHussige ConsiruciionNtbeile ]ni<iHz<:ii, habu ich sctiou Im . 
in einem, .Versuch einer Theorie der Ki-tU'n' und FachwLTkbrUcketi" betitelteu I'rngramui zum Jahre^li 
kgl. bayer. Qewerti- und Huicleluuliuk zu Fartb entwickelt. 
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In den Linien » und ii herrschen also Zugspannungen. Vnm Knotea K kauii luaii i^uni Kuot«n D 
oder K Qbergehen. Nehmen wir ersteren, so ist in Fig. 72' an n die Kraft P. gleich * anzufügen 
und das dem Knoten entsprechende Viereck zu schüessen, indem man durch den Anfangspunkt von ii 
eine Parallele m zu n und durch 

den Endpunkt von 4 eine Parallele '^Sl 

12 zu 13 zieht. Der Sinn der letz- ^^ "' 

teren Seiten als Spannungen an dem 
Punkte D ergibt sich aus dem der 
beiden anderen Seiten und damit 
auch der Sinn der Spannung in der 
Linie lo am Knoten G und der Sinn 
der Einwirkung, welche die Linie is 
auf den Fixpunkt C ausübt. An 
dem Knoten G sind nun noch drei 
Spannungen unbekannt, wir müssen 
daher zuerst noch an den Knoten F 
gehen. An die, an demselben wir- 
kende Spannung der Linie ■, in 
Fig. 72' durcli a repräaeiitirt, setzen 
wir, rückwärts gehend, die Kraft P, 
gleich i') an und ziehen durch den 
Anfang dieser letzteren Seite eine 

Parallele 5 zu ^ und durch den Endpunkt von 9 eine Parallele 8 zu 8, wodurch das dem Knoten F 
entsprechende Viereck mit den Seiten 1.9, b, 5 geschlossen wird. Der Sinn der Spannungen in den 
Seiten 5 und a ist durch den Sinn der beiden anderen bedingt und in obiger Heihenfolge aus- 
gesprochen. In i herrscht also Zug- in s Druckspannung. 

Nun sind am Knoten G nur noch zwei Spannungen, die in den Linien e und i. unbekannt. Die 
bekannten Spannungen in den Seiten n und 10 sind in Fig. 72' bereits aneinander gefügt; ihnen setzen 
wir, rückwärts gebend, Pj gleich 3 an und schliessen dann das dem Knoten entsprechende Fünfeck. 
indem wir durch den Anfangspunkt von 3 eine Paialelle e zu fl und durch den Endpunkt von \a eine 
Parallele v zu 7 ziehen. Der Sinn der Spannungen in den Seiten 8 und : ergibt sich wie immer 
und damit sind die Spaniiungeii in »ämmtlichen Constructionstheilen des Fachwerkes gefunden. 

Bringt man an den Knoten F, G, D die Spannungen der Seiten s. n. 7 und la, durch welche sie 
mit den Fixpuukten A. B, C zusammenhängen, an. so wird dadurch das Fachwerk F G D E ins freie 
Gleichgewicht gesetzt. Desshalb muss das Kriifte- und Seilpolygon aus den gegehenen äusseren 
Kräften P|..P| und jenen Spannungen oder Heactionen sich scldiessen, Auf das Seilpolygon, das 
erat ganz gezeichnet werden mflsste. verzichten wir; das Kräftepolygon ist aber grösstentheils schon 
gezeichnet in Fig. 72". Die Kräfte i. z, 1 und die Spannungen 12. 7, e sind bereits ihrer Griisae, ihrer 
llichtung und ihrem Sinne nach an einander gereiht. Trägt maiL daher vom Endpunkt der Span- 
nung e aus noch die Spannung 5 auf, so muss als Genauigkeitsprobe zwischen dem Endpunkt 
-von 5 und dem Anfangspunkt der Kraft 1 eine Strecke gleich der Kraft l'a zu liegen kommen. Dann 
b der bei beginnende Kräftezug 3 1, ?, *. 12. 7, e, 5 geschlossen. 

Das ins freie Gleichgewicht' gesetzte Fachwerk DEFG mit 4 Seiten und 4 Knuten ist kein 
latisch bestimmtes mehr; es ist i<2r — ;l. und folglich gehört diis Fachwerk zu den veränder- 

'] Wea» iD den mit feiuea Ziffern bezeichueleii Lluieu der Figureu a^ Zwitchciipiinkte vorkommen, su schreibeu 
itD Irruiigt^Li rcrzubeugoti, diesL- Ziffern doppi-lt, an boide Eitdeu oder nahe an beide Enden der bcir, Linie, 
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ütfam, wit ja auch ilirM^t Ificlit zu M^h<>n. £•• winl <>rst (lailarcli. d«<« n* ** - Hll i mi g befrcti^ irt. 
IB em«B -itatiMh h«stimintffD. 

fi 161. Brispinle fSr die BpHtiiBniiin;^ der SpinnnD^n is den CoBStmctiftttsÜieOea 
RtatlMch iM^frtiiiimtiT Fachwerkc. — In den Kijturfii 41 bis 44 anf Taf. Wll wählen wir ein 
»ehr häutig atigeweiidnUi's Fachwerk 'i, das >>j('h ioaeinen EriTlpaukleu A. B auf Unteflagen so stfitst. 
(laM die Aufl^cr-liea<'tioneii Terti<;al aufwärts gerichtet werden , parallel zo des »brigen äaseereo 
Krufteii, welche lauter Tertical abwärts gerichtete Belastangeu siad. Diese An6«ger-Keaction«n sind 
alHü iiUH der Bi'dingniig, (\äsa »in mit den gegebenen Belaütnogen im freieu Gleichgewicht sein m&ssen. 
leii-ht zu linden. Bezeichnet man ferner mit a die Anzahl der Knxtrnpnnkte in der oberes Gartung, 
MO ist II — I die der Knoten in der unteren Gurlun^, folglich die Gesammtzahl r = 2n — I. Die Aiuaihl 
der Linien ist, wie leicht zu sehen / = {n— l)-f(n — 2)-j-(n— l| + (u — l) = 4n — 5 und daher 
'2v — 'A immer gleich A, das Facbwerk also statisrh bestimmt. 

In Fig. 41^ Taf. XVII ist die Belastung als gleicbmässig sher die untere Gurtung ausgebreitet 
nngenoDimen, und als die einander gleichen Kräfte P,. l'^. . P. an den Knotenpuakten dieser Garten 
angebracht gedacht. Die Auflager- Rcactionen P, und P„, sind al.so gleich gro&s nnd je gleich der 
tliiirte der Summe jener Belastungen. Sie können gefunden werden ohne Seilpolygon , selbst ohne 
Kräflepolygon und braucht folglich ersteres Oberhaupt nicht gezeichnet zu werden. Das geschlossene 
Kräftepolygon Ol 2,.. 10 ist in Fig. 41' aufgetragen. 

Die Constructiiin der inneren Kräfte oder Spannungen mnss mit einem der Punkte A oder B 
heginnen, weil bloss in diesen eine äussere Kraft wirkt und nur zwei Linien zusammenkommen. 
Beginnen wir bei A, so ist das ihm entsprechende geschlossene Polygon das Dreieck mit den 
Seiten to, u, t?*), deren Sinn sich durch den der ersten Seite bestimmt. In ii herrscht also Zng-. iu 
I« Druckspannung; die betr. Pfeile sind an den Knoten A und an die mit ihm zusammenhängenden 
beiden Knoten einzutragen. Das Dreieck musste so gezeichnet werden, dass durch den Endpunkt 
der Seite io, der zugleich Anfangspunkt der Seite i ist, die Parallele zu ii gezogen wurde, weil die 
Seite PI den Polygonen für den Knoten A und den ersten Knoten der unteren Gurtung, an dem P, 
wirkt, gemeinschaftlich werden muss. 

Der niichste Knoten wird der erste (links) in der unteren Gurtung. weil nur iu diesem bloss 
zwei unbekannte Spannungen vorkommen. Von dem geschlossenen Polygon, das diesem Knoteu 
entspricht, ein Viereck, sind die Seiten ii nnd \ schon gezeichnet, die zu 18 und n parallelen 
Seiten i3 und t4, welche das Polygon schliessen. sind vollkommen bestimmt. Dabei wird man u durch 
den Endpunkt von i oder Anfangspunkt von ^ ziehen, weil sie zugleich dem Polygon desjenigen 
Knotens angehört, an dem P, wirkt. Hierauf kann man auf den zweiten Knoten der oberen 
Gurtung übergehen, an dem keine äussere Kraft, bloss vier Spannungen wirken, von denen zwei, die 
in la und la, bereits bekannt sind. Die denselben conjugirten Seiten i? und i3 in dem geschlossenen 
Polygon des Knotens sind schon gezeichnet. Indem man durch den Anfangspunkt von 12 eine 
Parallele le zu i« und durch den Endpunkt von o eine Parallele is zu is zieht, vollendet man das 
Polygon, das hier ein Viereck von eigenthümlicher Gestalt wird, ein solches, bei dem zwei Seiten 
ie und \2 in eine und dieselbe gerade Linie fallen. 

Nnn geht man weiter an den zweiten Knoten der unteren Gurtung, dann an den dritten Knoten 
der oberen Gnrtung u, s. w. f. bis man zuletzt an den letzten Knoten B der oberen Gurtung kommt, 
deneo entsprechendes Polygon, ein Dreieck (b, «. n), alsdann bereits vollständig gezeichnet ist und 
189. So erhält man die symmetrische Fig. 41" als reciproke zu 41'', Im Verlaufe der 



■) Na£li Fleeraiug Jeukin in .Traiisaclioiis ot the rnyal society of Eilinburgli", march 1869, PUte XVIL 
*} An den Seiten des EraftepoljgODB, die ohnedies schon mit 1, 12..,ä9, 910 bezeichnet sind, luseo wir die 
ferä^ i,Z 3-.- IQ den Figuren a) fort, da sie leicht in Gedanken au ergänzen iet. 
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( «iistniction finilt-t sich, dass die S|i)iiiriuiigeii in dpn Liniea «s und «7 Null werden: deren Cünjugirte 
fehlen also in Fig. 41°; die durch den Anfangspunkt von Z3 z. B. gezogene Parallele zu w wird 
von der durch den Endpunkt von 4 gezogenen Parallelen za 2s in jenem Anfangspunkt selbst 
geschnitten, 25 wird also Null. 

In Fig. 42'' Taf. XVII sind die Laoten an den vier ei-sten Knoten der unteren Gurtung wieder 
unter siib gleich, aber grosser als die ebenfalls unter sieb gleichen Belastungen der letzten vier 
Knotenpnakte derselben Gurtuug. Die Aufiager-Reactionen P, und P,o werden daher verschieden 
und sind mittelst des Krüfte- und Seilpulygons oder auch dadurch leicht zu finden, dass man die 
Kräfte P„ Pj...P. oder die Resultanten aus den Kräften P, ..P. und Pä-.P, im umgekehrten Ver- 
bältnisB ihrer Entfernungen von den Auflagern auf diese vertbeilt. Geschieht das letztere, so bat 
man wieder nur das Kräftepolygon Ol 2... 10 in Fig. 42» zu zeichnen. 

Die Construction der Spannungen, beim Knoten A beginnend, nimmt ganz denselben Verlauf, 
wie in Fig. 41 und liefert die zu 42'' recjproke Figur 42'. 

In Fig. 43'' Taf. KVII bat das Facbwerk nur eine einzige concentrirte Last. P,, am mittleren 
Knoten der unteren Gurtung zu tragen. Die Anflager-Reactionen P, und P, werden gleichgross, 
jedp gleich ^Pi; das Seüpolygon ist nicht notbwendig, das Kräftepolygon ist sehr einfach, 123 in 
Fig. 4.^*. Die Constructi'm der Spannungen, im Knoten A beginnend, lässt sieb ganz ähnlich durch- 
führen, wie in den beiden vorigen Figuren und ergibt die Fig. 43'. 

In Fig. 44'' Taf. XVII endlich hat das Facbwerk wieder nur eine einzige concentrirte Last, P„ 
zu tragen, die aber ausserhalb der Mitte, am dritten Knoten der unteren Gurtung angebracht ist. 
Die ungleichen Auflager -Reactionen P und P, kann man erhalten, ohne das Seilpolygon zu 
zeichnen, durch Vertheilung von P, im umgekehrten Verhältniss seiner Entfernungen von den Punkten 
A und B auf diese Auflager. Das geschlossene Kiäftepolygon in Fig. 44* ist 012 3 und an dasselbe 
schliesst sich der übrige Tbeil dieser Figur gann ähnlich an, wie bei den drei vorhergehenden. 

§ 162. Als weiteres Beispiel nehmen wir in Fig. 4n Taf. XVIII denselben Dachstuhl oder 
eigentlich eine Tragwand desselben, für den wir schon in den §§ 40 u. 55 die Spannungen nach 
der Schnittmethode gefunden haben. Die Dimensionen des Fachwerkes und die darauf einwirkenden 
Kräfte sind die gleichen wie dort; die beiderseits gleichen Auflager-Reactionen Pi„ und P,i können 
wieder ohne Seilpolygon gefunden werden; das geschlossene Kräftepolygon ist in Fig. -ib" 123. ..11. 
Die Anzahl c sämratlicher Knoten ist 15 und die der Linien i =; 27 ; es ist also 2v — 3=^^ und 
das Fachwerk ein statisch beatimmtea. 

Die Construction der Spannungen beginnt man am Knoten A, an dem die beiden äusseren 
Kräfte P, und P,, gegeben und die Spannungen in la und is unbekannt sind. Das ihm entsprechende 
Viereck mit den Seiten ii. i, la. la kann also gezeichnet werden. Man zieht dabei i? durch den End- 
punkt von I, damit es neben ; zu liegen kommt, mit dem es in demjenigen geschlossenen Polygon 
liegt, das dem nächsten Knoten entspricht. Von Ä geht man auf den Knoten über, au dem die 
Kraft P, angreift, von diesem auf den zunächst darunter liegenden u. s, w. f. Man erhält ohne 
Schwierigkeit die reciproke Figur 45» zur gegebenen 45^ 

§ 163. Die Fig. 46'' Taf. XVIII stellt das Schema der Tragwand eiues Dachstuhles mit genau 
denselben Hauptdimensiouen dar, wie bei der vorigen, nur die AlisftillHtUcke sind andei-s angeordnet. 
Wir wählten dieses Beispiel, weil hier bei der Construction der Spannungen eine der Hülfsconstruc- 
tionen anzuwenden ist, von denen wir im § 151' sprachen. Die Belastungen, und folglich auch die 
Auflager-Reactionen und das Kräftepolygon in Fig. 46» sind dieselben, wie beim vorigen Beispiel. Die 
Anzahl der Knoten ist wieder c ^ 15 und die der Linien l = 27, ebenfalls wie dort. 

Dem Knoten A entspricht das Viereck mit den Seiten it. i, i?, »3, durch das die Spannungen in 
I und IS gefunden werden. Auf den Knoten ii übergehend, kennt man von dem, demselben ent- 
urecheaden Viereck bereits die Seiten 12 und z und kann also die ts und 14, parallel zu is und H, 
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anreiben. Nun sind am Knol«n b nur noch zwei Spannungen, die in i« und u, unbekannt; das 
ibm entsprechende Viereck kann also gezeichnet werden; es ist das mit den Seiten 13. 14. te und 1' 
Ton denen zwei, 13 und u, in eine und dieselbe gerade Linie fallen, indem man nun aber weiter zu 
geben sucht, findet mnii sowohl an dem Knoten c als an dem d drei unbekannte Spannaogen; die 
denselben entsprechenden Polygone sind also nicht sofort zu zeichnen , man muss sich für tiueii 
dieser Knoten noch eine Spannung erst auf einem anderen Wege verschaffen. Das gelingt aber 
leicht mit der Spannung in der Linie ao, die eineineits im Knoten c endigt. Denn denkt man sich 
dui'cb den angedeuteten Schnitt den obersten 'fheil des Facbwerks abgetrennt, so mQsseo an diesem Stück 
die Spannungen in den Linien 3i. su. 1». 37 und an, welche im richtigen Sinn an den Schnittstellen 
dieser Linien anzubringen sind, den beiden äusseren Kräften P. und P-, das Gleichgewicht halten. 
Da sich aber die Spannungen in ai. iB. ii und 20 alle im Punkte g schneiden, durch den also auch 
ihre Resultante hindurchgebt, so muas der Schnittpunkt dieser Resultante mit der Spannung in n 
auf der geraden Linie liegen, welche die Resultante der beiden Kriifte P, und P,, enthält. Diese 
Linie aber liegt, wegen der Gleichheit der beiden Kräfte P, und P„ mitten zwischen ihnen und durch 
ihren Durchschnittspunkt « mit der verlängerten Linie ao, suwie durch den Punkt g muss die Resultante 
der Spannungen in si. 10. 3: und 3« gehen. Diese Resultante, sowie die Spannung in so kann also 
nun leicht gefunden werden. In Fig. 46' sind die Kräfte P, und P, bereits hintereinander auf- 
getragen und ihre Resultante 35 gefunden. Zieht man durch 3 eine Parallele zu 20 und durch ö 
eine Parallele zu ag, so erhält man in den Dreiecksseiten 5n und aÜ, in diesem Sinne genommen, 
bezw. jene Resultante und die Spannung in s«. letztere ist also Zugspannung. 

Nun kehren wir zu dem Knoten c zurück, an dem jetzt nur noch die Spannungen in di-ri 
Linien w und ai unbekanjit sind. Die den Linien 1« und i* conjugirten Seiten ib und 15 sind in 
Fig. 46* in diesem Sinne bereits an einander gereiht, auf sie folgt 3, entsprechend der Kraft P,. Durcli 
den Endpunkt 3 von 3 zieht man ?i parallel zu 21 und durch den Anfangspunkt von \s eben so ft 
parallel zu '" und schaltet nun zwischen 2\ und is das der Grösse und Richtung nach bekannte 20 
ein.' So entsteht das dem Knoten c entsprechende Secliseck mit den Seiten ib. is. 3. 21 m, la, welche, 
in dieser Reihenfolge durchlaufen, auch den richtigen Siim haben und erbalten. 

Das Polygon für den Knoten d, an dem jetzt nui" noch zwei Spannungen unbekannt sind, kann 
wieder in der gewühnUchen Weise gezeichnet werden; überhaupt begegnet man von jetzt an in dw 
Construction der Fig. 46* keiner Schwierigkeit mehr, 

§ 164. Während wir bisher nur verticale Kräfte. Lasten, auf die Fachwerke einwirken liesseii, 
wollen wir nun in Fig. 47 Taf. XIX als Beispiel die Tragwand eines Dachstuhles nehmen, an weldier 
ausser solchen verticalen auch schiefe Kräfte, hervorgebracht durch den Winddruck, thätig sind. 
Fig. 47'' ist das Schema der Fachwerksconstruction , welche zur Ueberdachung der neuen Einsteig- 
hallen im Münchener Centralbabnhof angewendet wmdo Ich verdanke dasselbe, nebst den An- 
gaben über die Dimensionen, sowie über Belastung und Winddruck der Güte des Herrn H, Gerber, 
Director der Süddeutschen Brücke nbau-ActiengeBellschaft, welche die Ausführung jener schönen und 
grossartigen Bauwerke übernommen bat Die Stützweite ist 34,64'", die mittlere Entfernung zweier 
Tragwände beträgt lO". Der Träger Regt mit dem einen Ende, Ä, frei auf, am anderen Ende, bei B, 
befindet sich eiü Fixpunkt. Die durch die äusseren Kräfte hervorgebrachten Einwirkungen auf die 
Auflager lassen sich also vollständig bestimmen ; das System kann frei gemacht werden. Es hrf 
1' = 14 Knotenpunkte und >. = 25 Constnictioostheile ; da demnach 2 r — ;i = A , so ist das Fachwerk 
statisch bestimmt. 

Für die Berechnung der äussuren Kräfte wurde die ständige Belastung zu 9(1'^ pro Quadrat- 
meter, der Schueedruck zu 7S*b pro Quadratmeter, der Winddruck zu Hö^* pro Quadratmeter an- 
genommen und die Windrichtung so vorausgesetzt, duss sie einen Winkel von 10" mit der Horizontalen 
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4,9S> 
4,33 

2,81 
I.8I 



6.62 
4,87 



5,34 
4,63 



1 der Seite des Stiltz- 



4,99 2,45 Tonnen 
4,33 2,13 „ 



1,07 Tonnen 
0,48 ') „ 

I, wenn der Wind i 



1 der anderen 



^bildet. Darnach ergeben sich für den Fall, dass der Wind von der linken, 
inktes A kommt, folgende Belastungen : 
l'Ur die Knotenpunkte 

Ständige Belastung : 2,45 

Scbneedruck: 2.13 

Winddruck und zwar 

a) verticale Componente: 1,58 

b) horizontale Componente: 1,19 
Letztere Kräfte wirken* symmetrisch an den Knoten g, f, e, 

lite kommt. 

Die aus jenen Kräften Bich ergebenden Itesultanteii an den einzelnen Knotenpunkten wurden 

Fig. 47* zum Kräftepol^gon 1 2 ... 7 an einander gereiht. Um die Aufhjger-Reactionen zu finden, 

'öiQsste zu diesem Kräfte- das Seilpolygon gezeichnet und die dadurch gefundene Resultante obiger 

Kräfte in zwei Componenten Kerlegt werden, von denen die eine in verticaler Richtung durch A 

geht, die andere in der Verbindungslinie des Fixpunktes B mit dem Schnittpunkt jener Componento 

raod der Resultante liegt. Da aber dieser Schnittpunkt hier sehr weit hinausfällt, so haben wir es 

vorgezogen, die verticale .^nüager-Rcaction in A auf die bekannte Weise zu berechnen. Indem 

lan sie ins Kräftepolygon als 8 9 einträgt und dieses durch die Linie 7 8 scbliesst, erhält man in 

itzterer die Auflager- Reaction im Fixpunkte B. Das Seilpolygon ist Überflüssig. 

Die Constmction der Spannungen muss beim Knoten a oder g begonnen werden. Das ge- 
icbloBsene Polygon, das ersterem Knoten entspricht, ist in Fig. 47' das Dreieck mit den Seiten i, n, lo, 
>n denen die Seite i gegeben ist. Die anderen, welche parallel zu lo und ii sein müBseu, sind 
tadurch bestimmt und ergibt sich zugleich ihr Sinn aus dem von i. Dabei ist lo durch den Änfangs- 
Und II durch den Endpunkt von i zu ziehen, damit erstere Seite neben die Kraft 9 (die Auflager- 
Reaction in A) und letztere neben die Kraft 2 zu liegen kommt, mit denen jene Seiten in geschlossenen, 
den Punkten A und b entsprechenden Polygonen liegen müssen. Das erstere dieser beiden Polygone 
kann nun gezeichnet werden, da es nur noch zwei unbekannte Seiten hat. Die bekannten Seiten 
sind s und 10, in dieser Ordnung an einander gereiht; durch den Endpunkt von 10 eine Parallele \2 
zu IS und durch den Anfangspunkt 8 von 9 eine Parallele 13 zu ta gezogen. Tollendet das dem 
Punkte A entsprechende Viereck 9. 10. i?. 13. in welchem der Sinn der Seiten durch die Ordnung, in 
welcher sie geschi'ieben sind, ausgesprochen und durch den Sinn der beiden bekannten bestimmt ist. 
In diesem Viereck fallen wieder zwei Seiten, 9 und m, in eine und dieselbe Gorade. Vom Knoten A 
geht man zum Knoten h. dem das Dreieck 1», 14.15 entspricht, von hier zum Knoten b u. s. w, f. 
Das dem Knoten f entsprechende Sechseck mit den Seiten 30.28.27,6.33 und 32 reducirt sich auf ein 
FOnfeck, weil die, durch den Anfangspunkt von 30 gezogene Parallele 32 zu sa durch den Endpunkt 6 
von 6 geht, durch den die Parallele 33 zu as gelegt werden müsste. Die Seite 33 wird also Null und 
damit auch die Spannung in ss. Das dem Knuten g entsprechende Dreieck reducirt sich dadurch 
»uf ein Zweieck mit den einander gleichen und entgegengesetzten Seiten i und m. 

In Fig. 47' wurde das Diagramm der Spannungen unter der Annahme gezeichnet, dass der 
Wind von der entgegengesetzten Seite, von der des P'ixpunktes B kommt. Die Reaction dieses 
Punktes wird, wie leicht zu sehen, nicht symmetrisch zu derjenigen im vorigen Fall: sie wird 
und steiler. Beginnt man die Construction der Spannungen wieder am Knoten a. so wird 
JQ dem, demselben entsprechenden Dreieck eine Seite, die Parallele zu 11, gleich Null; es besteht nur 
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aus den beiden gleichen und entgegengesetzten Seiten i und lo. Uebrigens kann die Construction 
dea Diagramnies genau so durchgeführt werden wie vorhin. Die Gestalt desselben wird natürlich anders. 

§ 163. In dem Beispiel') Fig. 48 Taf. XIX ist ein ähnliches Facbwerk, wie wir es schon im 
§ IGl hehandelten, in den Knotenpunkten A und B aufgehängt; es bildet eine versteifte Hänge- 
brücke. Die Zugspannungen in den Aufhängeketten 9 und f mfisaen sich in einem Punkte der 
Resultante der Lasten P,, Pj...P,. schneiden. Dieser Punkt kann im Aligemeinen willkürlich gewählt 
werden, aus ihm ergehen sich dann die Richtungen jener Stücke und die Spannungen in denselben 
durch Zerlegung der Resultante. Sind, wie in Fig. 4^'' angenommen, die Kräfte an den oberen Knoten- 
punkten sowohl, als auch die an den unteren unter sich gleich, dann liegt, da das Fachwerk syiu- 
metrisch um eine Mittellinie angeordnet ist, die Resultante jener Kräfte in dieser Mittellinie und die 
Spaiinungcn in b und il haben gleiche Neigung. Das Kräftepoiygon für die Reihenfolge der äusseren 
Kräfte P, bis P,;, wie sie durch die Bezifferung derselben bestimmt wird, ist in Fig. 48' gezeichnet, 
als 1 2 ... 8 9 lü ... 16 17, und ist, nachdem man einmal über die Richtungen von P, und P„ verfügt 
bat, leicht zu erhalten. Es reicht für die Bestimmung der Grosse dieser Kräfte vollständig aus, 
das Seilpolygon ist überflüssig. Dass das P'achwerk ein statisch bestimmtes ist, geht schon aus den 
Betrachtungen des § löl hervor. 

Die Construction der Spannungen beginnt man mit dem Knoten A und ist das denselben 
entsprechende Viereck mit den Seiten n. i. is, is vollständig bestimmt; die vorstehende Ordnung der 
Seiten, bedingt durch den Sinn von n und i. bestimmt sogleich den Sinn von is und ib als Zug- 
spannungen. Von A geht man auf den Knoten über, an dem P,o wirkt, und dem das Viereck mit 
den Seiten ie. la. 20. 21 entspricht, von denen erstere schon gezeichnet und dem Sinne nach bekannt 
sind, letztere aber durch jene der Grösse und dem Sinne nach bestimmt werden. In zo herrscht 
also Druck-, in ai Zugspannung. Nun geht man auf den Knoten über, an dem P. wirkt, dann an 
den mit der Kraft Pn u. a. w, f. Die l'oustruction des Diagramraea in Fig. 48» hat keine Schwierigkeit. 

§ 166, In Fig. 49 Taf. XX wählen wir ferner ala Beispiel die eine Hälfte des Dachstuhles 
einer Locoraotiven-Remise*), auf welche die vertical abwärts gerichteten und als gegeben voraus- 
gesetzten Kräfte P„ P.^ . . P., einwirken. Die Resultante derselben wird durch das Kräftepolygon 1 2 , . 5 
in Fig. 49* und das für den Pol C desselben in Fig. 49*' construirte Seilpolygon Ol 11.. V VI 
gefunden. Sie geht durch den Durchschnittspunkt a der äussersten Seiten des letzteren und ist an 
Grösse, Richtung und Sinn gleich 05. Sie wird in zwei, in den Verticallinien durch die Auflager- 
punktu A und B wirkende Componenten zerlegt, indem man die Durchachnittspunkte ß, y der äussersten 
Seilpolygonseiten mit jenen Verticalen unter sich verbindet, und zur Verbindungslinie eine Parallele 
.C 6 durch den Pol C im Kräftepolygon zieht. 5 6 und (J 7 sind dann die in A und liezw. B wirkenden 
Auflager-Reactionen Pj, P; und zugleich die Druckspannungen in der Mauer unterhalb A und der 
Säule unter B. 

Die Zahl der Knoten des Facbwerkes ist 7, die der Linien 11 (s bis isl, also 2 f — 3,:=A, du 
Fachwerk ein statisch bestimmtes. 

Um die Spannungen in den einzelnen Constructionstheilen desselben zu finden, beginnen im 
beim Knoten a; mau könnte aber auch mit dem A anfangen. Das jenem Knoten entsprechende 
Polygon ist das Dreieck mit den Seilen 1, 9 s, das für die Linie 9 Zug- und für die Linie a Druck- 
spannung ergibt. Auf den Knoten b übergehend, sind von dem. demselben entsprechenden Viweck 
zwei Seiten e und s bekannt, die anderen werden gefuiulen. wenn man durch den Endpunkt von t 
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eine Parallele ii zu ti und durch den Antnngsjuinkt voa a eine Parallele lo zu i« zieht. Das Viereck 
mit den Seiten 9, z. n. \o, ihren Sinn entsprechend dieser Reihenfolge genommen, gibt ßruase und 
Sinn der Spannungen in Jl und ib. von denen jene Zug- und diese Druckspannung ist. Dem nächsten 
Knoten c entspricht das Viereck mit den Seiten s. id, 12. 13, von denen die erste und letzte in eine 
und dieselbe gerade Linie fallen. So fortfahrend ist das Diagramm in Fig. 49" leicht zu vollenden. 

§ 167. In Fig. 50 Taf. XX betrachten wir endlich noch einen als Fachwerk construirten 
Krahn'), auf den die vertical abwärts gerichteten Kräfte P, , P,. .. P, wirken. In P. ist die am Krahn 
hängende Last mitenthalten . Die Punkte A und B, in welchen der Krahn mit dem Boden ver- 
bunden iat. können verschieden betrachtet werden: I) als Fixpunkte, oder 2) B als Fix- und Aals 
Stützpunkt (,im allf^enieinen Sinn aui'gofasst), dessen Normale die Richtung der Zugstange Ai bat 
und 3) beide als Stützpunkte, wo dann die Normale für B die Richtung der Resultante der Druck- 
spannungen in dem Pfosten Bi und der Strebe Bh haben und sich mit der verlängerten Zugstange 
Ai in einem und demselben Punkt der Resultante der gegebenen Kräfte P, bis P» schneiden musR. 
Wir wollen von der ersten Auffassung ausgehen, dann ist das Fachwerk ein Überflüssig befestigtes, 
und da die Anzahl aeiner freiin Knoten 1' ^= 'J und die Anzahl seiner Linien / = 18 ist, so ist 
'2 y ^ A, das Fachwerk also wieder statisch bestimmt. 

Der Construction der Spannungen braucht weder die des Kräfte- noch des Seilpoljgons aus 
den äuaseren Kräften voranzugehen; doch haben wir in Figur öO* die gegebenen äusseren Kräfte 
zum Polygon Ol 2... 9 zusammengetragen. Die Construction muss beim Knoten a begonnen werden. 
Das ihm entsprechende Dreieck hat die Seiten 5. 14. 13, die in dieser Reihenfolge zu durchlaufen sind 
und für die Linie 11 Druck-, für die I8 Zugspannung ergeben. Dabei ist die Lage der neu zu 
zeichnenden Seiten is und i4 dadurch vorgeschrieben, dass 13 an die Kraft *. die am Knoten b wirkt, 
und 14 an die Kraft e, die am Knoten c wirkt, zu liegen kommen rauss. Auf den Knoten b über- 
gehend, erhält man das ihm entsprechende Viereck durch Ziehen der Parallelen 15 und ig zu is und ifl 
bezw. durch den Endpunkt von i3 und Anfangspunkt von 4. Den Sinn der Spannungen in w und 1« gibt 
die Reihenfolge 4. 13. 15, le. Dem folgenden Knoten c entspricht das Fünfeck mit den Seiten 15, 14. a. ig. 17, 
von denen nur noch die letzten beiden zu zeichnen sind, deren Sinn obiger Reihenfolge zu entsprechen 
hat. Dem nächsten Knoten d gehört das Fünfeck mit den Seiten a. la. it. 19. zo zu u. s, w. f. in 
alphabetischer Reihenfolge der Knoten bis zu denen h und i. Der Knoten h, welchem das Viereck 
26. 9. 10. 27 entspricht, gibt die Druckspannnngen in 9i und in der Strebe 10 oder Bh, und das dem Knoten 
i entsprechende Sechseck mit den Seiten 1, 24. 2S, 27, 11. 12, von denen nur die letzten beiden noch unbekannt 
sind, die Druckspannung in der Säule ti oder Bi und die Zugspannung in der Stange la oder Ai. Eine 
Controle oder Genauigkeitsprobe findet also bis hierher nicht statt. Diese erhält man aber, wenn man 
fiberlegt, dass die in 10, 11 und 18 wirkenden Spaimungen, an den Knoten h und i angebracht, 
zusammen mit den äusseren Kräften P,, P, ...P^ das Fachwerk iha im freien Gleichgewicht iialten 
müssen. Sucht man also die Resultante der Kräfte P, bis P, mittelst des Kräftepolygons ni2...!t 
mit dem Pol C in Fig. 50* und des Seilpolygons Oin...IXX in Fig. ÖO* auf bekannte Weise, so 
müssen sich Bh und die Resultante der Spannungen in 11 und ib in einem und demselben Punkt fl 
jener Resultante schneiden. Die Resultante der Spannungen in ii und 12 rauss also in die Verbin- 
dungslinie iß fallen, und da sie im Krüftepolygon (Fig. 50') der Grösse, der Richtung und dem 
Sinn nach durch die Schlusslinie Oß' der Seiten 11 und 12 gegeben ist, so muss also Üß' parallel 
zu iß werden. 

Umgekehrt hätte man auch von Anfang an gleich die Resultante 09 der gegebenen äusseren 
Kräfte P, bis P^, welche in der Linie aß liegt, die durch das Seilpolygon I II. ..X erhalten wird. 
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in drei Componenten zerlegen können, die in den Constrüctionstheilen Bh, Bi, Ai wirken. Oder 
man hätte jene äusseren Kräfte, d. h. ihre Resultante, durch drei in diesen Constrüctionstheilen 
liegende Spannungen an den Knoten h und i ins freie Gleichgewicht setzen können. Zu dem Ende 
hätte man durch 9 eine Parallele 9 /9' zu B h und durch eine Parallele Oß' zu iß ziehen müssen ; 9/^, 
in diesem Sinne genommen, würde dann die Spannung in Bh und ß'O, in diesem Sinne genommen, 
die Resultante der Spannungen in B i und A i geworden sein ; letztere hätte dann durch die Pa- 
rallelen II und 12 zu Bi und Ai in die Spannungen dieser letzteren Constructionstheile zerlegt werden 
können. Das durch Anbringen der Spannungen in lo, u und 12 an den Knoten h und i ins freie Gleich- 
gewicht gesetzte Fachwerk hia ist dann immer noch ein statisch bestimmtes; die Zahl seiner Knoten, 
y, ist 9, die seiner Linien, A, gleich 15, also 2v — 3 == L Die Construction der Spannungen würde 
dann mit dem Knoten h oder auch wieder mit dem Knoten a beginnen können ; sie würde dieselbe 
Fig. 50* ergeben^ aber am Schlüsse würde man jetzt die gewöhnliche Genauigkeitsprobe erbalten. 
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ELEMENTE BEE GRAPHISCHEN STATIK. 



Tqf. XVI, Fig. 40. 
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ELE3IEXTE DER GRAPHlsrUKX STATIK. 
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ELEMENTE DER aRAPHISCHEN STATIK. 



Tqf. XVIII, Fig. 45-46. 
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ELEMENTE DER GRAPHISCHEN STATIK. 



Tqf. XIX, Fig. 47-48. 
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